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Przedmowa

Niniejsza ksiazeczka powstala na bazie wieloletnich doswiadczen dydaktycznych pro-
wadzenia przedmiotéow statystycznych na Warszawskim Uniwersytecie Medycznym.
Jej celem jest zebranie podstawowych informacji pojawiajacych sie w trakcie wykta-
déw oraz udostepnienie Studentom zadan i najbardziej niezbednych tablic statystycz-
nych.

Ksiazeczka sklada si¢ z rozdzialéw bedacych jednoczesnie tematami kolejnych spo-
tkan wyktadowych i éwiczeniowych. Na poczatku kazdego rozdzialu podane sa naj-
wazniejsze fakty i wzory, nastepnie rozwiazane sa przykladowe zadania i podanych
jest kilkanascie zadan do samodzielnego rozwiazania. Nie nalezy traktowaé ksigzki
jako wyktadu ze statystyki czy ekonometrii, lecz jako przewodnik do lepszego zrozu-
mienia wykladéw i ¢wiczen. Na koncu zebrane sa najwazniejsze tablice statystyczne
niezbedne przy rozwiazywaniu zadan.

W dobie komputeryzacji wiele zadan mozna rozwigzaé poshugujac sie odpowiednim
oprogramowaniem. Pokazano wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego Excel, niemniej
jednak zadania oczywiscie mozna rowniez rozwiaza¢ postugujac si¢ innym oprogra-
mowaniem statystycznym.

Do zadan nie podano odpowiedzi. Wynika to stad, ze celem tych zadan jest nie tyle
uzyskanie konkretnego wyniku liczbowego ile ,zmuszenie” Czytelnika do maksymalnie
samodzielnej analizy zagadnienia. Poza tym, kazde z prezentowanych zadan mozna
rozwiazaé korzystajac z roznych technik statystycznych.

Na zakonczenie podano gar$é informacji bibliograficznych. Literatura przedmiotu jest
bardzo bogata i wybor tych a nie innych ksiazek po pierwsze nie wyczerpuje spektrum
bibliograficznego, a po drugie podyktowany jest ich dostepnoscia w ksiegarniach i bi-
bliotekach. Ze wzgledu na podstawowy charakter wyktadu w spisie literatury mozna
znalezé zaréwno pozycje najnowsze jak i sprzed kilkudziesigciu lat. Nalezy zwrocié
uwage, ze ich ,zabytkowos$¢” w niczym nie umniejsza ich wartosci merytorycznej i po-
ZNAaWCZE].
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4 Analiza danych Wersja 26/8/2014

1. Analiza danych

Analiza danych jest dzialem statystyki zajmujacym si¢ syntetycznym opisem zbio-
réw danych. Techniki analizy danych stosowane sa zazwyczaj tam, gdzie nie sa znane
mechanizmy rzadzace obserwowanymi zjawiskami i na podstawie uzyskiwanych infor-
macji budowany jest pewien model zjawiska oraz formulowane sg réznorakie przy-
puszczenia, ktére moga by¢ weryfikowane technikami zaliczanymi do prezentowane;j
wczesniej grupy metod wnioskowania statystycznego. Spoéréd wielu miernikow stoso-
wanych w analizie danych prezentowanych jest tylko kilka czesciej spotykanych w za-
stosowaniach praktycznych.

Zbierane dane moga by¢ przedstawione w jednej z dwoch postaci. Jedna z nich jest
préba prosta lub dane indywidualne, tzn. do dyspozycji sa kolejno zbierane in-
formacje X1, Xs,...,X,. Druga posta¢ danych, to szereg rozdzielczy lub dane
skumulowane

Przedzial klasowy Liczebno$é

Lo — X1 ni
Ty — T2 n2
Tp—1 — Tk N

Pojecie przedziatu klasowego moze rzeczywiscie opisywaé pewien przedzial na prostej,
ale tez moze by¢ to pojedyncza wartos¢ (np. liczba oczek na kostce) lub wielkosé
opisowa (np. barwa). W dalszym ciagu zajmowaé sie bedziemy tylko obserwacjami
cech ilosciowych.

W przypadku préby prostej niech Xi., < Xs., < --- < X,,.,, bedzie uporzadkowanym
ciagiem danych. Dla szeregu rozdzielczego konstruowany jest szereg skumulowany

Przedzial klasowy Liczebnosé skumulowana,
To — 1 na =m
T — Io Neg) = N1+ Ng
Tp_1 — Tk n(k):n1+n2+~~+nk.(:n)

Dla liczby p takiej, ze 0 < p < 1, niech z,,n,,h, oznaczaja poczatek, liczebnosé
i dtugo$¢ przedziatu zawierajacego obserwacje o numerze [p-n] oraz niech n,) oznacza
liczebnoé¢ skumulowana przedziatu poprzedzajacego przedziat o poczatku x,. Symbol
[2] oznacza najwicksza liczbe calkowita nie wigksza niz z.

Mierniki potozenia sa grupa charakterystyk opisujacych poziom obserwowanej ce-
chy, tzn. w sposéb syntetyczny charakteryzujacych wartosci przyjmowane przez ba-
dang ceche.
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1. Srednia okreslona jest wzorem

1 n
— E X;,  dla préby prostej,
n

i=1

I
Il

k
g ;n;, dla szeregu rozdzielczego.
i=1

1

n
Jest to liczba charakteryzujaca ,$rodek ciezkosci” danych. Liczba &; oznacza $ro-
dek przedziatu (x;_1, z;).

2. Mediana okreslona jest wzorem

Xn/2:n dla préby prostej,
Me = h0.5 n .
To.5 + E (5 — n(o.s)) , dla szeregu rozdzielczego.

Mediana charakteryzuje ,geometryczny srodek” danych. Polowa danych znajduje
sie ponizej mediany, zas druga polowa powyzej.

3. Dolny kwartyl okreslony jest wzorem

Xin/4in dla préby prostej,
Q1= ho.25 (n

To.95 + - — n(0_25)) , dla szeregu rozdzielczego.
ng.2s \4

Dolny kwartyl rozdziela dane w proporcji 1 : 3, tzn. ponizej dolnego kwartyla
znajduje sie czwarta cze$¢ danych, zas powyzej reszta.

4. Gorny kwartyl okreslony jest wzorem

X[3n/4]:n> dla préby prostej,
@s To.75 + — (n - n(0,75)> , dla szeregu rozdzielczego.
no.rs \ 4

Gorny kwartyl rozdziela dane w proporcji 3 : 1.

5. Dominanta (moda) jest najczesciej wystepujaca wartoscia. W przypadku danych
skumulowanych wyznaczana jest ona za pomocg wzoru

nNp —Np-1

D=xp+hp .
2np —Np41 — Np-1

Tutaj zp, hp oraz np sa odpowiednio poczatkiem, szerokoscia oraz liczebnoscia
przedzialu o najwiekszej ilosci danych (tzn. np = max{ni,...,ng}), natomiast
np-1 oraz npyi sa liczebnosciami przedzialéw sasiadujacych z przedzialem o
liczebnosci np. Nalezy zauwazy¢, ze wyznaczanie dominanty ma sens dla szeregow
o jednym maksimum.

Mierniki rozproszenia sa grupa charakterystyk opisujacych zréznicowanie cechy,
tzn. w sposOb syntetyczny opisujacych zréznicowanie wartosci przyjmowanych przez
badana ceche.
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1. Wariancja okreslona jest wzorem

1 n

- Z(Xi —I)?, dla préby prostej,

1 E

. Z ni(X; —z)?, dla szeregu rozdzielczego.
i=1

Jest to liczba charakteryzujaca rozrzut danych wokot ich ,$rodka ciezkosci”. Sto-
sowany jest réwniez nieco inny sposéb wyznaczania wariancji:

1
Z(Xi —I)2, dla préby prostej,

2. Odchylenie standardowe S jest pierwiastkiem z wariancji S2. Zaleta odchylenia
standardowego jest to, ze wyrazone jest ono w tych samych jednostkach co orygi-
nalne dane (jednostka wariancji jest kwadrat jednostek pomiarowych).

3. Wspdlezynnik zmiennosci okreslony wzorem
S
V = =100%
T

opisuje wzgledne zréznicowanie danych, tzn. udzial odchylenia standardowego
w wartoéci éredniej.

4. Odchylenie przecietne okreslone jest wzorem

1 n
- Z | X; — |, dla préby proste;j.
n

=1
d= ) i
= Z n;|X; — Z|, dla szeregu rozdzielczego,
n

i=1

Odchylenie przecigtne, podobnie jak odchylenie standardowe mierzy rozrzut da-
nych wokél éredniej. W wartosci odchylenia przecietnego kazda z danych ma taki
sam udzial, natomiast w wartosci odchylenia standardowego wigkszy udzial maja
dane ,dalekie” od $redniej, tzn. im obserwacja jest bardziej odlegta od $redniej,
tym jej udzial w odchyleniu standardowym jest wigkszy.

5. Rozstep R jest réznica miedzy najwieksza a najmniejsza dang i pokazuje zakres
zmienno$ci zjawiska.

6. Odchylenie ¢wiartkowe okreslone jest wzorem

:Q3—Q1

@ 2
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Histogram Wielobok czestosci

0.75 —p====—====—=———~
0.50 f—=—==—=—=-=-=---=

0.25 +-->

0

l
Histogram skumulowany Min Qi Me Qs Maz
Wykres kwartylowy

i opisuje zakres zmiennosci srodkowych 50% danych.

W analizie danych pomocne sg prezentacje graficzne. Na rysunku pokazane sg
cztery najczesciej stosowane sposoby prezentacji: histogram (wykres stupkowy), wie-
lobok czestosci, skumulowany histogram oraz wykres kwartylowy. Pierwsze dwa z tych
wykreséw moga by¢ kojarzone z funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, zas
pozostate z dystrybuanta.

Inna forma prezentacji danych sa wykresy pudetkowe. Przyktadowy wykres:

T x
Q1 Me Q3
Wykres pudetkowy

Na wykresie zaznaczone sa takze obserwacje odstajace (oznaczone na wykresie
symbolem o) oraz obserwacje ekstremalne (oznaczone na wykresie symbolem ).
Obserwacje X nazywamy odstajaca, jezeli X > Q3 + 1.5(Q3 — Q1) lub X < Q1 —
1.5(Qs — Q1), natomiast nazywamy ja ekstremalna, jezeli X > Q3 +2-1.5(Q3 — Q1)
Iub X < Ql -2 15(Q3 — Ql)

Tablice kontyngencji. W wielu badaniach obserwowane sa dwie cechy X oraz Y,
przy czym zbior wartosci cechy X jest podzielony na k klas, natomiast zbiér wartosci
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cechy Y — na m klas. Wyniki tych badan zapisywane sa nastepujacej postaci tablic
kontyngencji:

Klasy Klasy cechy Y
cechy X 1 2 ... m
1 ni1 12 “ee Nim
2 no1 29 e Nom
k N1 Ng2 - Nim

Wielko$¢ n;; oznacza, ze w wsréd n danych bylo n;; obserwacji i-tej klasy cechy X
i jednoczesnie j-tej klasy cechy Y. OczywiScie Zle Z;nzl nij = n.
Na podstawie tak zebranych informacji odpowiada sie na pytanie, czy obserwowane

cechy sa czy nie sa zalezne. W tym celu wyznaczane sg warunkowe rozklady jednej
cechy wzgledem drugiej:

Rozklady warunkowe cechy X wzgledem Y

Klasy Klasy cechy Y
cechy X (1) (2) .. (m)
1 nll/n,l Tllg/n.g e Tle/Tl,m
2 ngl/n.l n22/n.2 . ngm/n.m
k nkl/n.l nkz/’n.g . nkm/n.m
lub
Rozktad warunkowe cechy Y wzgledem X
Klasy Klasy cechy Y
cechy X 1 2 . m
(1) nu/nl. 7112/711. n1m/n1.
(2) ngl/ng. ’I’ng/?’lg. e ngm/ng.
(k) Nk /Mk Mk2/Mk -+ Nkm /T

W powyzszych rozkladach n;. = Z;ﬂ:l n;; oznacza ogdlng liczbe¢ obserwacji i-tej klasy

cechy X, natomiast n.; = Zle n;; — o0gblng liczbe obserwacji j-tej klasy cechy Y.

Whioskowanie jest nastepujace: jezeli rozklady warunkowe cechy X wzgledem Y (lub
rozklady warunkowe cechy Y wzgledem X) sa ,mniej wiecej” takie same, to mozemy
podejrzewaé, ze obserwowane cechy sa niezalezne. W przeciwnym przypadku cechy
nalezy uznaé za zalezne.

Przyktad. W celu zbadania istnienia zwiazku miedzy wyksztalceniem (W) a zarob-
kami (Z) wylosowano 950 oséb. Wartosci badanych cech podzielono na nastepujace
klasy:

Zarobki || <500 | 500—1000 | 1000—1500 | 1500 —2000 | > 2000
Klasa H Z1 ‘ ZQ ‘ Zg ‘ Z4 ‘ Z5
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Wyksztalcenie H podstawowe ‘ srednie ‘ wyzsze ‘ ponad wyzsze
Klasa H W1 ‘ W2 ‘ W3 ‘ W4

Uzyskano nastepujace dane

Wi Wo Wi Wi
7. | 21 41 93 47
Zy | 33 37 35 53
Zs | 45 75 27 43
Z, | 30 48 50 55
Zs | 71 47 49 50

Czy powyzsze Swiadcza o istnieniu zaleznosci miedzy wyksztalceniem i zarobkami?

Rozwigzante. Zbadano lacznie N = 950 osob.

Zaobserwowano nastepujace liczby oséb w poszczegdlnych klasach kazdej z cech:

Zarobki H Z1 ‘ ZQ ‘ Zg ‘ Z4 ‘ Z5
Liczebnos¢ || ny. =202 | np. =158 | ng. =190 | ng =183 | ns =217

Wyksztalcenie || Wi | W W W
Liczebnosé | n1=200 | ny=248 | n.3=254 | n, =248

Rozklad warunkowy wyksztalcenia w grupach zarobkowych:

Wi Wo W3 Wy
0.104 0.203 0.460 0.233
0.209 0.234 0.222 0.335
0.237 0.395 0.142 0.226
0.164 0.262 0.273 0.301
0.327 0.217 0.226 0.230

(Z) | 0211 0.261 0.267 0.261

N

N

SEHBOE

ot

Rozklad wyksztalcenia w poszczegdlnych grupach zarobkowych mozna przedstawic
graficznie w nastepujacy sposob:
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Warunkowe rozklady w poszczegdlnych grupach zarobkowych nie sa takie same (od-
powiednie linie na wykresie nie sa réwnolegle). Wnioskujemy wigc, ze wyksztalcenie
i zarobki nie sa niezaleznymi cechami.

W podobny sposéb mozna analizowaé¢ rozklady zarobkéw w poszczegdlnych klasach
wyksztalcenia. Rozklad warunkowy zarobkéw wzgledem wyksztatcenia:

Zy Z3 Z3 Zy Zs
(Wy) 0.105 0.165 0.225 0.150 0.355
(W3) 0.165 0.149 0.302 0.194 0.190
(W3) 0.366 0.138 0.106 0.197 0.193
(Wy) 0.190 0.214 0.173 0.222 0.202

(W) \ 0.213 0.166 0.200 0.193 0.228

Rozklad zarobkéw w poszczegolnych klasach wyksztalcenia mozna przedstawié¢ gra-
ficznie w nastepujacy sposob:

Podobnie jak wczesniej wnioskujemy, ze wyksztalcenie i zarobki nie sa niezaleznymi
cechami. o

Zadania do samodzielnego rozwiazania

W ponizszych zadaniach wyznaczyé wskaziniki potozZenia oraz rozproszenia
analizowanych zmiennych. Podaé interpretacje wyznaczonych wskazinikow.

1.1. Zuzycie papieru (w kg) w Polsce w latach 1960 — 1971 na jednego mieszkatica:
2.2,2.2,2.1, 23,23, 2.3, 2.3, 2.4, 2.4, 2.5, 2.4, 2.5. Przyja¢ upraszczajace zalozenie,
ze liczba mieszkancéw w Polsce w tym okresie byla stata.

1.2. Liczba koni (w mln. szt.) w Polsce w latach 1947 — 1974 wynosita: 2.0, 2.3, 2.7,
2.8, 2.9, 2.7, 2.7, 2.6, 2.6, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.8, 2.7, 2.7, 2.6, 2.6, 2.6, 2.6, 2.6, 2.7, 2.6,
2.6, 2.5, 2.4, 2.4, 2.3.

1.3. Procentowa zawarto$¢ tluszczu w mleku 50 kréow: 3.35, 4.16, 3.24, 4.23, 3.42,
3.73, 3.56, 3.98, 3.70, 4.47, 3.94, 3.92, 3.62, 3.53, 3.93, 4.16, 3.22, 4.10, 3.72, 4.26,
3.92, 3.66, 3.78, 3.96, 3.81, 4.28, 3.50, 3.39, 3.83, 4.27, 4.26, 3.71, 3.93, 4.27, 4.06,
3.78, 3.96, 3.89, 3.93, 4.06, 3.99, 3.77, 4.22, 3.78, 3.66, 3.41, 3.53, 3.54, 4.08, 3.44.

Ponadto, skonstruowaé szereg rozdzielczy (od 3.2 co 0.2) i na podstawie tego szeregu
rowniez wyznaczy¢ wskazniki polozenia i rozproszenia. Poréwnaé uzyskane wyniki.
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1.4. Procentowa zawartos¢ skrobi w kazdym z 80 ziemniakéw wylosowanych z partii
ziemniakéw:

Zawartosé skrobii ‘ 9-11 11-13 13-15 15-17 17-19 19-21 21-23 23-25
Liczba ziemniakéw ‘ 1 2 7 20 30 16 3 1

1.5. Czas dojazdu pracownikéw z miejsca zamieszkania do pracy:

Czas dojazdu | 5-15 | 15-25 | 25-35 | 35-45 | 45-55 | 55-65
Liczba pracownikéw | 3 | 5 | 25 | 15 | 5 | 2

W ponizszych zadaniach wyznaczyé wskazniki polozenia oraz rozproszenia
analizowanych zmiennych © na tej podstawie przeprowadzié analize poréow-
nawczq.

1.6. Powierzchnia uzytkowa mieszkan na wsiach w latach 1978 i 1988.

Powierzchnia 1978 1988
20 — 40 50 60
40 — 60 300 300
60 — 80 400 350
80 — 100 150 150

100 — 120 80 100
120 — 140 20 40

1.7. Struktura bezrobocia wéréd mezczyzn i kobiet

Miesiace bez pracy | mezczyzni | kobiety
0— 3 214 153
3— 6 161 139
6—- 9 121 116
9—-12 108 96
12-15 396 496

1.8. Powierzchnia uzytkowa mieszkan na wsiach i w miastach.

Powierzchnia miasto wies
20 — 40 80 50
40 — 60 350 300
60 — 80 400 400
80 — 100 100 150

100 — 120 50 80
120 — 140 20 20
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1.9. Struktura wynagrodzen miesiecznych w przemysle i budownictwie.

Placa przemyst | budownictwo
0— 200 250 100

200 — 400 450 350

400 — 600 150 400

600 — 800 100 100

800 — 1000 50 50

1.10. Opinie konsumentéw dotyczace dwdch gatunkéw kawy na podstawie badan
sondazowych. Kazdy z sze$édziesieciu konsumentéw ocenial kazda z dwoch kaw w
skali punktowe;j.

Ocena kawa Szatanex kawa Lureksja
3 4 6
4 14 16
5 17 21
6 19 13
7 6 4

W ponizszych zadaniach przeprowadzié graficzng analize zaleinosci po-
miedzy badanymi cechams.

1.11. Wladciciel palarni kawy twierdzi, ze stopien palenia kawy nie ma wplywu na jej
smak, a dokladnie na gorzkosé. W celu udowodnienia tej tezy wybrano pewna mie-
szanke kawy i poddano ja procesowi palenia w réznym stopniu. Uzyskano nastepujace
wyniki:

smak kawy
normalna gorzka bardzo gorzka
stabo palona 5 9 4
mocno palona 2 12 8
bardzo mocno palona 1 7 14

W oparciu o powyzsze dane odpowiedzie¢ na pytanie, czy wtasciciel palarni ma racje?

1.12. Ponizsza tabela przedstawia liczbe pséw zdrowych i chorych na noséwke w
zaleznosci od tego, czy pies ma rodowdd, czy go nie ma. Zbadaé, czy istnieje zaleznosé
miedzy zdrowotnoscia psa a posiadaniem przez niego rodowodu.

‘ Psy z rodowodem Psy bez rodowodu
Psy zdrowe 300 200
Psy chore 40 20
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1.13. Przypuszczano, ze sposéb zapewniania sobie positkéw w pracy przez pracowni-
kéw, ktérym firma nie zapewnia regularnego wyzywienia, zalezy od plci. W tym celu
wylosowano pewna grupe pracownikéw i uzyskano nastepujace wyniki:

Pteé ‘ $niadanie z domu ‘ obiad na miescie ‘ zaméwienie do pracy
Mezczyzni 68 36 23
Kobiety 36 50 18

W oparciu o powyzsze dane odpowiedzieé¢ na pytanie, czy przypuszczenie mozna uznac
za uzasadnione.

1.14. Pracownicy fabryk pewnego zjednoczenia charakteryzuja sie rézna absencja.
Wysunieto przypuszczenie, ze absencja zalezy do plci. Zweryfikowaé to przypuszczenie
na podstawie ponizszych danych.

Liczba dni Pleé
nieobecnosci Kobiety ‘ Mezczyzni
0-5 300 500
5-20 80 70

20 1 wiecej 20 30

1.15. W badaniach budzetéw rodzinnych wylosowano 2000 gospodarstw domowych
i zanotowano Sredni miesieczny dochdd na glowe oraz fakt posiadania magnetowidu.
Czy mozna na tej podstawie powiedzie¢, ze fakt posiadania magnetowidu jest wskaz-
nikiem zamoznoéci rodziny?

Dochéd Magnetowid
na glowe jest nie ma
ponizej 200 404 231
200— 400 486 300
400- 600 242 137
600— 800 57 44
800-1000 29 28
1000 i wigcej 24 18

1.16. Zbadaé, czy istnieje zalezno$¢ miedzy stopniem zwiazania kielbasy a jej sma-
kowitoscia.

‘ stabo zwigzana | zwigzana ‘ dobrze zwiazana

dostateczna 9 5 3
dobra 4 12 6
b. dobra 1 6 14

1.17. W pewnym doswiadczeniu chemicznym bada sie grubosé powloki niklowej uzy-
skiwanej dla trzech réznych rodzajow kapieli galwanicznych. Uzyskano nastepujace
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wyniki. Czy na tej podstawie mozna powiedzie¢, ze grubo$é¢ powloki zalezy od ro-
dzaju kapieli?

Grubosé Liczba pomiaréw w kapieli
powloki A B C

4- 8 32 51 68

8-12 123 108 80
12-16 10 26 26
16-20 41 34 28
2024 18 20 24

1.18. W ankiecie rozestanej wéréd pracownikéw pewnego konsorcjum pytano, czy
chcieliby zmieni¢ obecne miejsce pracy. Uzyskano nastepujace wyniki. Czy cheé¢ zmia-
ny pracy zalezy od aktualnych zarobkow?

Zarobek Odpowiedz
aktualny Tak Nie
500- 700 46 62
700— 900 94 146
900-1100 249 501
1100-1300 126 326
1300-1500 43 135
1500-1700 26 70
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2. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje si¢ analizg praw rzadzacych zdarzeniami
losowymi. Pojeciami pierwotnymi sa: zdarzenie elementarne w oraz zbior zdarzen ele-
mentarnych €.

Doswiadczenie losowe to realizacja okreslonego zespolu warunkéw wraz z géry
okreslonym zbiorem wynikéw.

Zdarzenie losowe A jest podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych €.

Prawdopodobienstwo (definicja aksjomatyczna) jest taka funkcja okreSlong na
zbiorze zdarzen losowych, ze

1. P(A) € (0,1)
2. P(Q) =1
3. P(AUB) = P(A)+ P(B), oile ANB =0

Prawdopodobienstwo (definicja klasyczna). Jezeli §2 sklada si¢ z n jednakowo praw-
dopodobnych zdarzen elementarnych, to prawdopodobienstwo zdarzenia A sktadaja-
cego si¢ z k zdarzen elementarnych wyraza si¢ wzorem

Prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia A pod warunkiem realizacji
zdarzenia B:

P(ANB)
P(A|B) = —————= P(B) >0).
(AIB)= ~prgr  (P(B)>0)
Prawdopodobienstwo catkowite. Jezeli zdarzenia B, ..., B, sa takie, ze B,NB; =

() dla wszystkich ¢ # j, BiU...U B, = Q oraz P(B;) > 0 dla wszystkich 7, to dla
dowolnego zdarzenia A zachodzi

P(A) = P(A|B\)P(By) + - - - + P(A|B,) P(B,).

Twierdzenie Bayesa. Jezeli zdarzenia By,..., B, sa takie, ze B; N B; = () dla
wszystkich ¢ # j, BiU...UB,, = Q oraz P(B;) > 0 dla wszystkich ¢, to dla dowolnego
takiego zdarzenia A, ze P(A) > 0 zachodzi

P(By)P(A|By)
(A|By)P(B1) + -+ P(A|B,)P(By)

P(Bi|A) = iz

Niezalezno$é¢ zdarzen. Zdarzenia A oraz B sa niezalezne, jezeli P(A|B) = P(A)
oraz P(B|A) = P(B). Réwnowaznie: P(AN B) = P(A)P(B).

Zmienna losowa (cecha) jest funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych
o wartoéciach rzeczywistych. Rozkladem zmiennej losowej nazywamy zbiér war-
tosci zmiennej losowej oraz prawdopodobienstwa z jakimi sa te wartosci przyjmowane.
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Dystrybuanta F jest funkcja okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych R wzorem
F(x) = P{X <z}, z € R.

Najwazniejsze wlasnosci dystrybuanty:

1. 0<F(z) <1

2. F(—00) =0, F(o0)=1

3. dystrybuanta jest funkcja niemalejaca
4. Pla< X <b} =F(b) — zlifl?JFF(x)

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa f jest funkcja okreslona na
zbiorze liczb rzeczywistych R wzorem

f@) = F'(z), jezeli F'(x) istnieje,
0, w przeciwnym przypadku.

Najwazniejsze wlasnosci funkcji gestosci:
1. f(z) =0
2. Pla< X <b}= [ f()de

Zmienna losowa skokowa (dyskretna) jest to zmienna, ktdrej zbidr wartosci jest
skonczony lub przeliczalny. Jezeli x; oraz x5 sg kolejnymi wartoSciami zmiennej loso-
wej skokowej, to nie przyjmuje ona zadnych wartosci miedzy z; a xs.

Zmienna losowa ciggla jest to zmienna przyjmujaca wszystkie wartoéci z pewnego
przedzialu (najczesciej zbioru liczb rzeczywistych). Jezeli 21 oraz x5 sa warto$ciami
zmiennej losowej ciaglej, to moze ona przyja¢ dowolng warto$¢ miedzy x; a xs.
Wartos$é oczekiwana (Srednia) FX zmiennej losowej X jest liczba charakteryzu-
jaca polozenie zbioru jej wartosci

r; P{X = x;}, dla zmiennej losowej skokowej,
EX =

[ xf(z)dz, dla zmiennej losowej ciggtej.

Wariancja D?X zmiennej losowej jest liczba charakteryzujaca rozrzut zbioru jej
wartosci wokot wartosci sredniej EX

S(x; — EX)?P{X = x;}, dla zmiennej losowej skokowej,

D*X =
[(x — EX)? f(x)dz, dla zmiennej losowej ciaglej.

Odchylenie standardowe DX zmiennej losowej X jest liczba charakteryzujaca roz-
rzut zbioru jej warto$ci wokot wartoéci éredniej EX

DX =vD?X.
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Kwantyl rzedu p zmiennej losowej X jest to taka liczba z), Ze
F(zp) =p.

Frakcja. Jezeli A jest danym podzbiorem zbioru wartosci zmiennej losowej X, to
frakcja nazywamy liczbe
p=P{X € A}.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.1. Tarcza strzelecka sklada sie z trzech koncentrycznych két o promieniach odpo-
wiednio 1, 2 i 3. Za trafienie w Srodkowe kolo zdobywa si¢ trzy punkty, za trafienie
w kolejne pierscienie (liczac od $rodka kota) odpowiednio dwa i jeden punkt. Jakie
jest prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej trzech punktéw w dwoch strzatach?
(Zakladamy, ze kazdy strzal trafia w tarcze.)

2.2. W grupie studenckiej jest 20 os6b. Na ¢éwiczeniach Student do odpowiedzi lo-
sowany jest na podstawie wyniku rzutu kostka dwudziesto$cienna. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze ten sam Student zostanie wyrwany do odpowiedzi trzykrotnie
z rzedu?

2.3. Autobus przyjezdza na przystanek co pietnascie minut. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze przychodzac na przystanek w losowym momencie bedziemy czekaé
na autobus nie dtuzej niz pie¢ minut?

2.4. Pan Roztargniony zapomnial ostatniej cyfry telefonu do znajomego. W zwiazku
z tym wykrecajac numer telefonu ostatnia cyfre wybiera losowo. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze dodzwoni sie, jezeli ma do dyspozycji cztery zetony telefoniczne?

2.5. Na egzamin przygotowanych jest 100 pytan. Student zna odpowiedz na 80 z nich.
Egzaminator przerywa egzamin w chwili, gdy Student nie umie odpowiedzieé¢ na pyta-
nie, lecz nie pdzniej niz po piatym pytaniu. Ocena koncowa jest réwna liczbie pytan, na
ktére odpowiedziat Student. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze Student otrzyma
ocene co najmniej dobra?

2.6. Rzucono trzy kostki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej na jednej
kostce wypadnie jedynka, jezeli na kazdej kostce wypadnie inna liczba oczek?

2.7. 7 talii 52 kart wyciagnieto losowo jedna karte. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze jest to sibdemka, jezeli wiadomo, ze wyciagnieta karta nie jest ani figurg ani asem?

2.8. Z talii 52 kart wyciagamy losowo jedna karte. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wyciggnelidémy asa,

B — wyciagneliémy karte koloru czerwonego,

C — wyciagnelidémy asa karo,

D — wyciagnelidémy dziewiatke.

Ktore z par zdarzen sa wzajemnie niezalezne?
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2.9. Rzucamy czterokrotnie symetryczng moneta. Obliczyé prawdopodobienstwo uzy-
skania 0,1,2,3 oraz 4 ortéw. Dane sa nastepujace zdarzenia:

A — wypadly cztery orly,

B — wypadla parzysta liczba ortéw,

C — wypadlo wigcej ortéw niz reszek.

Obliczy¢ prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen:

P(A),P(B),P(C),P(A|B),P(B|A), P(A|C),P(C|A), P(B|C), P(C|B).

2.10. Troje dzieci: Ania, Basia i Czesio zmywaja szklanki. Najstarsza Ania zmywa dwa
razy czeSciej niz mlodsza Basia, zas Basia trzy razy czesciej niz najmlodszy Czesio.
Wiadomo, ze prawdopodobienstwo zbicia szklanki w czasie zmywania wynosi dla Ani
0.01, dla Basi wynosi 0.04 natomiast dla Czesia 0.5. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
W czasie zmywania zostanie zbita jedna szklanka? Pewnego dnia po powrocie z pracy
mama zauwazyla, ze jedna ze szklanek jest zbita, a zadne z dzieci nie chce si¢ przyznaé
do zniszczenia szklanki. Ktére z dzieci najprawdopodobniej zmywalo tego dnia?

2.11. Przedsigbiorstwo zawarto umowy z zakladami Z;, Zs oraz Z3 na dostawe pod-
zespoldéw. Zaktad Z; dostarcza 50%, zaklad Z, dostarcza 35% natomiast zaklad Z3
dostarcza 15% potrzebnych podzespoléw. Wiadomo, ze 95% dostaw zaktadu Z;, 80%
dostaw zaktadu Z, oraz 85% dostaw zakladu Z3 odpowiada wymaganiom technicz-
nym. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden wylosowany podzespét odpowiada wy-
maganiom technicznym? Do punktu serwisowego zglasza sie klient z urzadzeniem,
w ktoérym uszkodzony jest podzespél. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze producen-
tem zepsutego podzespotu byl zaktad Z;7

2.12. Na wspOlnej klaséwce z matematyki spotkali sie Studenci I roku z dwoch grup.
W pierwszej grupie jest 15 pan oraz 10 panéw, zas w drugiej jest 12 panéw i 13 pan.
Prawdopodobienstwo, ze pani z grupy pierwszej rozwiaze zadanie na klaséwce wy-
nosi 0.8, natomiast prawdopodobienistwo to dla pana wynosi 0.7. W drugiej grupie
prawdopodobienstwa te ksztaltuja sie odpowiednio 0.9 oraz 0.85. Jak duzy odsetek
wszystkich Studentéw rozwiaze zadanie na klaséwce? Przy sprawdzaniu prac oka-
zalo sie, ze ktos przygotowal $ciggawke. Okresli¢, kim najprawdopodobniej byl autor
Sciagawki (tzn. okresli¢ pteé i grupe autora).

2.13. Wér6d 300 zdajacych egzamin wstepny z matematyki jest 200 absolwentéw
klas matematyczno—fizycznych, 75 absolwentéw klas ogélnoksztatcacych oraz 25 ab-
solwentow klas humanistycznych. Prawdopodobienstwo zdania egzaminu przez ab-
solwenta klasy matematyczno—fizycznej wynosi 0.9, klasy ogélnoksztalcacej wynosi
0.25, za$ klasy humanistycznej 0.1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wy-
brany przystepujacy do egzaminu zda go pomys$lnie? Jaki jest odsetek absolwentéw
klas matematyczno—fizycznych, klas humanistycznych oraz klas ogdlnoksztatcacych
wsréd oséb, ktére zdaly egzamin?
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3. Rozktad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy B(n,p) z parametrami n oraz p, jezeli

P{X =k} = <Z>pk(1 —p)" Tk k=0,1,...,n.

Schemat Bernoulliego. Wykonujemy dwuwynikowe doswiadczenie. Wyniki nazy-
wane sa umownie sukcesem oraz porazkg. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p.
Doswiadczenie wykonujemy w sposéb niezalezny n krotnie. Niech zmienna losowa X
bedzie ilo§é sukceséw. Zmienna X ma rozktad B(n,p). Zmienna losowa zwiazana z wy-
nikiem pojedynczego do$wiadczenia nazywamy dwupunktows i oznaczamy D(p).

Rozklad dwumianowy ma nastepujaca wlasnosc:
P, {X=k}=P,1_p{X=n—k}

Wynika to z dowolnosci nazwania jednego z dwoch mozliwych wynikéw pojedynczego
do$wiadczenia sukcesem, a drugiego porazka.

Oczekiwana liczba sukceséw w rozkladzie dwumianowym B(n,p) wynosi np, nato-
miast wariancja tych wynikéw jest réwna np(l — p):

EX =np, D*X = np(1 —p).

Rozktad dwumianowy jest stablicowany dla typowych wartoséci n oraz p. W tablicy 1
podano wartosci

Q(ksn,p) = Pup{X >k} =Y P{X =i} dlap <05.
i=k

Dla p > 0.5 mamy Q(k;n,p) =1 —Q(n—k+ 1;n,1—p). Dla duzych n oraz wartosci
p takich, ze np(1 — p) > 9 oraz %H <p< nLH rozktad dwumianowy z parametrami
(n,p) przybliza sie rozkladem normalnym N (np, np(1 — p)).

Do wyznaczania prawdopodobienstw réznych zdarzen losowych zwiazanych ze zmien-
ng losowg o rozkltadzie dwumianowym mozna skorzystaé z dostepnej w arkuszu Excel

funkcji
ROZKE.DWUM(1iczba_s; préby; prawdopodobienstwo._s; skumulowany)
Argument skumulowany jest argumentem logicznym. Jezeli chcemy wyznaczyé war-

tosé funkcji rozktadu prawdopodobienstwa, to przyjmujemy skumulowany=0. Jezeli
chcemy wyznaczy¢ wartosé dystrybuanty, to przyjmujemy skumulowany=1.
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Przyktad. Wezwania pogotowia moga by¢ uzasadnione lub nie. Prawdopodobienstwo
tego, ze kolejne wezwanie bedzie nieuzasadnione wynosi 5%. Obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo, ze wsréd kolejnych dziesieciu wezwan

a. co najmniej dwa beda nieuzasadnione,
b. dokladnie trzy beda nieuzasadnione,
c. co najwyzej jedno bedzie nieuzasadnione.

Rozwigzanzie.
1. Doswiadczenie. Analiza zasadnosci kolejnego wezwania pogotowia.

2. Badana cecha. Obserwowana cecha jest zasadnos¢ wezwania. Jest to cecha dwu-
punktowa o rozkladzie

(nieuzasdnione, p = 0.05; uzasadnione,1 — p = 0.95).

Nas interesuje zmienna losowa X opisujaca liczbe nieuzasadnionych wezwan wsréd
dziesieciu. Ta zmienna losowa ma rozklad dwumianowy z parametrami n = 10 oraz

p = 0.05.
3. Obliczenia. W punkcie a. mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo P{X > 2}.
P{X>2} =P{X=2}+P{X=3}+---+ P{X =10}
10
= P{X =i} = Q(2;10,0.05) = 0.08614.

=2
Ostatnia wartos¢ zostala odczytana w tablicy 1.
W Excelu:

P{X >2} =1—- P{X <1} =1 — ROZKE.DWUM(1; 10;0.05; 1)
W punkcie b. mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo P{X = 3}.
P{X =3} = P{X >3} — P{X >4} = Q(3;10,0.05) — Q(4; 10,0.05)
= 0.01150 — 0.00103 = 0.01047.
W Excelu:
P{X = 3} = ROZKE.DWUM(3; 10; 0.05; 0)
W punkcie c. mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo P{X < 1}.
P{X <1} =1-P{X >2} =1—Q(2;10,0.05)
=1-—0.08614 = 0.91386.
W Excelu:
P{X <1} = ROZKE.DWUM(1; 10;0.05; 1)

4. OdpowiedZ. Prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej dwa wezwania beda nie-
uzasadnione wsréd kolejnych dziesieciu wynosi 0.08614, odnotowania trzech nieuza-
sadnionych wezwan wsréd dziesieciu wynosi 0.01047, zas odnotowania co najwyzej
jednego nieuzasadnionego wezwania jest réwne 0.91386.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

3.1. Co jest bardziej prawdopodobne: wygraé z réwnorzednym przeciwnikiem trzy
partie z pieciu czy dwie z trzech?

Copyright @ Marta Zalewska & Wojciech Zielinski & Stanistaw Jaworski & Konrad Furmanczyk



Wersja 26/8/2014 Rozktad dwumianowy 21

3.2. Wyjezdzamy na czternastodniowy urlop. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
bedziemy mieli dziesie¢ dni pieknej pogody, jezeli prawdopodobienstwo niepogodnego
dnia wynosi 1/67

3.3. Zalézmy, ze prawdziwa jest hipoteza Mendla, iz dla krzyzéwki grochu w drugim
pokoleniu stosunek nasion zéltych do zielonych jest jak 3 : 1. Wylosowano dziesieé¢
nasion. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze beda co najwyzej cztery nasiona zdlte.

3.4. Srodek owadobdjczy zabija przecietnie 90% owadéw. Srodek ten zastosowano
na dziesigciu owadach. Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze co najwyzej dwa osobniki

przezyja.

3.5. Wadliwo$é procesu produkcyjnego wynosi 10%. Obliczyé prawdopodobienstwo,
ze na osiem wylosowanych produktéw beda co najwyzej dwa zte.

3.6. W pewnym gatunku zwierzat prawdopodobienistwo urodzenia osobnika ptci me-
skiej wynosi 0.6. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w miocie, w ktérym urodzilto sie
piecioro mltodych beda co najmniej cztery osobniki meskie.

3.7. W stawie hodowlanym sa dwa gatunki ryb w proporcji 8 : 2. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze wsréd dziesieciu zlowionych ryb bedzie co najmniej siedem ryb
liczniejszego gatunku.

3.8. W jeziorze jest tysiac ryb, w tym sto ryb zaobraczkowanych. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze wsréd dziesigciu zlowionych ryb bedzie co najmniej siedem ryb
zaobraczkowanych.

3.9. Wtasciciel kurzej fermy stwierdzil, ze kogutkéw wykluwa sie trzy razy wiecej niz
kurek. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze z pieciu losowo wybranych jajek wykluje sie
co najmniej jeden kogutek, ale nie mniej niz dwie kurki.

3.10. Producent podaje, ze w co czwartym jajku niespodziance znajduje sie zajaczek
Ribbon. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wsréd dwudziestu kupionych jajek jest
a) przynajmniej pie¢ jajek z zajaczkiem Ribbon; b) nie wiecej niz pietnascie jajek bez
zajaczka. Jaka jest najbardziej prawdopodobna ilosé jajek z zajaczkami?
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4. Rozktad normalny

Zmienna losowa X o wartoci oczekiwanej p i wariancji 02 ma rozktad normalny
N(u,0?), jezeli funkcja gestodei jej rozktadu prawdopodobiefistwa wyraza si¢ wzorem

o= e 5 (5}

Jezeli X ma rozkltad N(u,0?), to zmienna
losowa Z = (X — p)/o ma rozklad N(0,1)
zwany standardowym rozktadem normalnym.
Gestos¢ i dystrybuanta tego rozkltadu wyra-
zaja sie wzorami o o

e==/2, P(z) = / Ft)dt.

m

Dystrybuanta F'(z) standardowego rozkladu normalnego dla x > 0 jest stablicowana.
Dla z < 0 zachodzi F(z) = 1 — F(—z). W tablicy 2 podano pieé¢ pierwszych miejsc
po przecinku wartoéci dystrybuanty F(z) dla © > 0. W tablicy 3 podano wartosci
kwantyli rzedu o > 0.5 rozkladu N(0,1). Dla a < 0.5 mamy uy = —u1—q-

Prawdziwy jest nastepujacy wzor

P{Xe(a,b)}:P{Ze (TW)}:F(%“) —F(a;").

W celu wyznaczenia tego prawdopodobienstwa mozna postuzy¢ sie arkuszem kalku-
lacyjnym Excel, w ktorym dostepna jest funkcja

ROZKE.NORMALNY(x; Srednia; odchylenie_std; skumulowany)

Argument skumulowany jest argumentem logicznym. Jezeli chcemy wyznaczy¢ war-
tos¢ funkcji gestosci, to przyjmujemy skumulowany=0. Jezeli chcemy wyznaczy¢ war-
tos¢ dystrybuanty, to przyjmujemy skumulowany=1.

Dla zmiennej losowej o rozkladzie N(u,o?) zachodzi prawo trzech sigm

P{X —p| < o} =067 0.997
P{|X — p| < 20} ~0.95 — o087 —

~ | | 1
P{|X — p| <30}~ 0.997 f—30 p—20 -0 u pto  pt20 ptde

Przyktad. W pewnym doswiadczeniu medycznym bada sie czas snu (w minutach) pa-
cjentéw chorych na pewna chorobe. Mozna przyjaé, ze czas snu ma rozktad normalny
ze Srednia 500 minut i odchyleniem standardowym 20 minut. Diugos¢ snu uwaza sie
za prawidlowa, jezeli miesci si¢ w przedziale (460, 520). Jaki jest odsetek pacjentéw o
prawidlowej dtugosci snu?
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Rozwigzanie.
1. Doswiadczenie. Badanie czasu snu pacjentéw chorych na pewna chorobe.

2. Badana cecha. Obserwowang cecha X jest czas snu mierzony w minutach. Mozna
przyjaé, ze jest to cecha ciagla o rozkladzie normalnym N (500, 202).

3. Obliczenia. Interesuje nas obliczenie prawdopodobieristwa tego, ze czas snu losowo
wybranego pacjenta bedzie prawidlowy, czyli P{X € (460,520)}. Stosujac podany
wyzej wzor otrzymujemy:

P{X € (460,520)} = F (5202_0500) ~-F (4602_0500> = F(1) — F(-2)
=F(1)-(1-F(2)=F(@2)+ F(1) -1

=0.97725 4+ 0.84134 — 1 = 0.81859.

W Excelu:

P{X € (460,520)} =
ROZKE.NORMALNY(520; 500; 20; 1) — ROZKE.NORMALNY(460; 500; 20; 1)
4. OdpowiedZ. Odsetek pacjentéw o prawidlowej dlugosci snu wynosi 0.81859x 100% ~
82%.
Zadania do samodzielnego rozwigzania

4.1. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie N(—5,100). Obliczy¢:
P(X < 0}, P{X € (-7.1)}, P{X > -7}, P{X +5| < 10},

4.2. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie N(10,25). Obliczy¢:
P{X <8}, P{X €(9,13)}, P{X > 9}, P{|X — 10| <5}.

4.3. Wzrost kobiety jest zmienna losows o rozkladzie N(158,100). Obliczy¢ jaki jest
procent kobiet o wzroscie pomiedzy 148 a 168.

4.4. Dzienna mlecznos$é krowy jest zmienna losowa o rozkladzie N(10,4). Jaki jest
procent kréw o mlecznodci mniejszej niz 7, a jaki jest procent kréw o mlecznodci
wiekszej niz 12.

4.5. Plon ziemniaka z poletka jest zmienna losowa o rozkladzie N (20, 25). Jaki procent
poletek da plon miedzy 18 a 23.

4.6. Ciezar jajek dostarczanych do skupu ma rozklad normalny ze $rednia 2 dag
i wariancja 0.01. Jajko kwalifikuje sie do pierwszego gatunku, jezeli jego waga wynosi
co najmniej 2.096 g. Jaki procent jajek dostarczanych do skupu mozna uznac za jajka
pierwszego gatunku?

4.7. Sredni czas zarzenia sie lisci tytoniu wynosi 17 sekund. Liscie tlace sie krécej
niz 12 sekund sa dyskwalifikowane. Jaki jest procent lisci przydatnych do produkcji,
jezeli wariancja wspomnianej cechy wynosi 6.257

Copyright @ Marta Zalewska & Wojciech Zielinski & Stanistaw Jaworski & Konrad Furmanczyk



24 Rozklad normalny Wersja 26/8/2014

4.8. Przyjmujac, ze przecietna waga (w kilogramach) noworodka jest zmienna losowa
o rozktadzie N(3,0.25) okresli¢ procent noworodkéw o wadze z przedziatu (3,3.5).

4.9. Stwierdzono, ze 80% ludzi o IQ powyzej 90 jest w stanie nauczy¢ si¢ postugiwaé
pewnym urzadzeniem. Jaki jest to procent calej populacji jesli wiadomo, ze iloraz
inteligencji jest cecha o rozkladzie N(100,100)?

4.10. Aby zdaé egzamin ze statystyki nalezy prawidlowo rozwigzaé¢ co najmniej 70%
zadan z testu egzaminacyjnego. Przyjmujac, ze wyniki testu dla Studentéow zdajacych
w pierwszym terminie maja rozklad normalny ze érednig 76% i odchyleniem standar-
dowym 8.0%, obliczy¢ jaki procent Studentéw zda egzamin w pierwszym terminie.

4.11. Automat tokarski produkuje nity, ktorych érednica ma rozklad normalny z od-
chyleniem standardowym 0.04 mm. Warto$é¢ srednia tej zmiennej losowej moze byé
dowolnie regulowana przez odpowiednie ustawienie automatu. Nit uwaza si¢ za dobry,
jezeli jego érednica miesci sie w przedziale (2.9,3.1). Jakie jest prawdopodobienistwo
wyprodukowania braku, gdy automat tokarski ustawiony jest tak, ze érednia érednica
jest réwna 3.05 mm? Jak powinien byé¢ ustawiony automat, by wadliwosé procesu
produkcyjnego byta najmniejsza?

4.12. Automat produkuje nity, ktérych $rednica jest zmienng losows o rozkladzie
N(2,0.01). Dla jakiego ¢ srednica nitu z prawdopodobienstwem 0.95 znajduje sie
w przedziale (2 —¢,2 4+ ¢)?

4.13. Obliczy¢ odchylenie standardowe przyrzadu pomiarowego o ktérym wiadomo,
ze z prawdopodobienstwem 0.95 daje blad nie przekraczajacy trzech jednostek. Za-
ktadamy, ze rozktad bledu jest normalny z wartoécia srednia zero.

4.14. Cecha X o rozkladzie normalnym przyjmuje wartosci z przedzialu (28, 46) (prze-
dzial ten ustalony zostal na mocy prawa trzech sigm). Wartosci 40 — 46 zaliczamy
do pierwszej klasy, wartosci 28 — 34 do trzeciej klasy. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze losowo wybrana warto$¢ cechy X nalezy do pierwszej lub trzeciej klasy?

4.15. Udowodni¢ prawo trzech sigm.
Rozklad normalny i dwumianowy

Przyklad. Blad pomiaru pewnym urzadzeniem ma rozklad normalny o wartosci sred-
niej zero (pomiar nieobciazony) i odchyleniu standardowym 20 mm. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze blad przynajmniej jednego z trzech niezaleznych pomiaréw nie
przekroczy 4 mm.

Rozwigzanie. W przykladzie mamy do czynienia z dwoma mechanizmami losowymi.
Jeden z nich zwiazany jest z bledem pomiaru, zas drugi z liczba popeinionych ,du-
zych” bledéw w trakcie wykonywania trzech pomiaréw. Niech X oznacza liczbe po-
miaréw o bledzie nie przekraczajacym 4 mm (wsréd trzech wykonywanych pomiaréw).
Jest to oczywiscie zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym z n = 3 oraz prawdo-
podobienstwem sukcesu p. Jako sukces potraktujemy otrzymanie pomiaru o bledzie
nie przekraczajacym 4 mm. Jezeli przez Y oznaczymy zmienna losowa reprezentujaca
wielkos$¢ bledu, to p = P{|Y| < 4}, przy czym wiemy, ze zmienna losowa Y ma roz-
klad normalny o wartosci oczekiwanej p = 0 oraz odchyleniu standardowym o = 20.
Mozemy zatem obliczy¢ prawdopodobienistwo sukcesu:

p=P{Y|<4}=F (42_00> ~F (_42(; 0) = F(0.2) — F(—0.2) = 0.15852.
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Mozemy teraz przystapi¢ do wyznaczenia prawdopodobienstwa tego, ze blad przy-
najmniej jednego z trzech niezaleznych pomiaréw nie przekroczy 4 mm. W terminach
zmiennej losowej X oznaczajacej liczbe pomiaréw o bledzie mniejszym niz 4 mm, po-
szukiwane prawdopodobieristwo mozemy zapisa¢ jako P{X > 1}. Przypomnijmy, ze
zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy B(3,0.15852). A zatem

P{X>1}=1-P{X =0}=1-(1-p)® =0.40146.

Odpowiedz. Prawdopodobieristwo, ze blad przynajmniej jednego z trzech niezaleznych
pomiaréw nie przekroczy 4 mm wynosi 0.40146.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

4.16. Blad pomiaru pewnym urzadzeniem ma rozklad normalny o wartosci sredniej
zero (pomiar nieobciazony) i odchyleniu standardowym 20 mm. Ile co najmniej nalezy
wykonaé pomiaréw, by z prawdopodobienstwem co najmniej 0.99 blad przynajmniej
jednego z nich nie przekroczyt 4 mm.

4.17. Zawarto$¢ thuszczu w mleku pewnej rasy krow ma rozktad normalny o wartosci
$redniej 5% 1 wariancji 4. Mleko uwaza sie za bardzo tluste, jezeli zawarto$é tlusz-
czu przekracza 7%. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedna z trzech
niezaleznych prébek mleka bedzie uznana za bardzo ttusta.

4.18. Wzrost dzieci jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym o wartosci éredniej
110 cm i wariancji 400. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedno z tréjki
losowo wybranych dzieci bedzie miato wzrost wigkszy od przecietne;j.

4.19. Srednica nitu ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej 2 mm i wariancji
0.01. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrod trzech losowo pobranych nitéw wszyst-
kie okaza sie brakami, jezeli za brak uwazany jest nit o Srednicy mniejszej niz 1.8 mm
lub wiekszej niz 2.2 mm.

4.20. Ciezar jajka kurzego jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym o wartosci
$redniej 10 g i wariancji 4. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze z trzech losowo wybra-
nych jajek wszystkie beda mialy cigzar ponizej przecigtnej.
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5. Analiza jednej populacji

Obserwujemy ceche X w pewnej populacji. Naszym celem bedzie oszacowanie cha-
rakterystyk badanej cechy w obserwowanej zbiorowosci oraz poréwnanie tych cha-
rakterystyk z pewnymi ustalonymi warto$ciami. Analiza ta bedzie oparta na probie
X, X,

Whnioskowanie o wartosci S$redniej. Zakladamy, ze obserwowana cecha X ma
w badanej zbiorowoéci rozktad normalny N (u,0?) o nieznanej wariancji 0. Zadanie
polega na ocenie wartosci Sredniej p. W tym celu na podstawie proby konstruowany
jest przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a:

(Xtm;n 1)55, X +t(ain - 1%) ,

gdzie X oznaczajace érednia arytmetyczna obserwacji:

X:

" X+ 4 X,

jest punktowa ocena wartosci $redniej p,

S =vs2, §%= Var)i, varX = Z(Xi - X)?,
i=1

n —

jest punktowa oceng odchylenia standardowego ¢ oraz t(c;n — 1) jest wartoscig kry-
tyczng rozkladu t z n — 1 stopniami swobody (tablica 4). Estymator S? jest punktowa
oceng wariancji o2, Wielkosé varX = > (X; — X)? oznacza sume kwadratéw od-
chylen od $redniej.

Wszystkie obliczenia mozna wykona¢ w arkuszu kalkulacyjnym Excel wykorzystujac
nastepujace jego funkcje:

SREDNIA(obszar) érednia arytmetyczna X
ODCH.STANDARD.PROBKI(obszar) odchylenie standardowe S
ROZKE.T.ODWR.DS(«; stopnie_swobody) wartosé krytyczna rozktadu ¢

W pewnych zagadnieniach praktycznych interesuje nas zgodnos$é wartosci sredniej p
z pewna z gory dang liczba po (dana np. w normach). W tym celu weryfikowana jest
hipoteza Hy : p = pp za pomoca statystyki testowej

X —
temp = Tm\/ﬁ

Jezeli [temp| > t(a;n — 1), to testowana hipoteza jest odrzucana na poziomie istotnosci
a. Jezell |temp| < t(a;n — 1), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.

Korzystajac z arkusza kalkulacyjnego Excel mozna zastosowaé¢ inny sposdb wniosko-
wania. Za pomocs, funkcji

ROZKE.T.DS(temp; Stopnie_swobody)
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mozna obliczy¢ poziom krytyczny testu (p-wartosé). Jezeli uzyskany wynik jest mniej-
szy od zadanego poziomu istotnoéci, to weryfikowana hipoteze nalezy odrzuci¢. W
przeciwnym przypadku nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Warto zauwazy¢, ze hipoteza Hy : p = pg nie jest odrzucana na poziomie istotnosci
a tylko wtedy, gdy hipotetyczna wartosé pg lezy w przedziale ufnosci (na poziomie
ufnosci 1 — a) dla wartosci $redniej .

Jezeli wariancja o? rozkladu cechy w populacji jest znana, to w powyzszych poste-
powaniach zamiast oceny S wykorzystuje sie odchylenie standardowe o oraz przyj-
muje si¢ nieskoniczona liczbe stopni swobody. Z wtasciwosci rozkladu ¢ wynika, ze
t(a;00) = ui_q/2, gdzie u, oznacza ¢-ty kwantyl rozktadu normalnego N(0,1) (ta-

blica 3).

Whnioskowanie o wariancji. Zaktadamy, ze obserwowana cecha X ma w badanej
zbiorowosci rozktad normalny N(u,0%) o nieznanej $redniej u. Zadanie polega na

ocenie wariancji o2. W tym celu na podstawie préby konstruowany jest przedziat
ufnoéci na poziomie ufnoéci 1 — a:

varX varX
X2 (%;nf 1)’)(2 (1 — %;nf 1) ’

gdzie x? (a;n — 1) oznacza wartoéé krytyczng rozktadu chi-kwadrat z n— 1 stopniami
swobody (tablica 5).

Obliczenia mozna wykonaé w arkuszu kalkulacyjnym Excel wykorzystujac nastepujace
jego funkcje:

WARIANCJA.PROBKI (obszar) wariancja S2
ROZKEAD.CHI.ODW(prawd; stopnie_swobody) warto$¢ krytyczna rozkladu chi-kwadrat

W pewnych zagadnieniach praktycznych interesuje nas zgodnoéé wariancji o2 z pewna
z gory dana liczba 02 (dana np. w normach). W tym celu weryfikowana jest hipoteza
Hy : 0% = 0% za pomoca statystyki testowej

9 varX
Xemp = — 3 -
emp O,g

a

Jezeli Xgmp > 2 (2 in — 1) lub Xgmp < x? (1 —gin— 1), to testowana hipoteza jest
odrzucana na poziomie istotnoéci a. W przeciwnym przypadku nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy.

Korzystajac z arkusza kalkulacyjnego Excel mozna zastosowa¢ inny sposéb wniosko-
wania. Za pomoca funkcji

1 — ROZKE.CHI(xZ,,,; stopnie_swobody)

mozna obliczy¢ poziom krytyczny testu (p-wartosé). Jezeli uzyskany wynik jest mniej-
szy od zadanego poziomu istotnoéci, to weryfikowana hipoteze nalezy odrzuci¢c. W
przeciwnym przypadku nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Zauwazmy, ze hipoteza Hy : 02 = o8 nie jest odrzucana na poziomie istotnosci a tylko

wtedy, gdy hipotetyczna warto$é o3 lezy w przedziale ufnosci (na poziomie ufnoéci
1 — a) dla wariancji o.
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Jezeli érednia p rozkladu cechy w populacji jest znana, to w powyzszych postepo-
waniach zamiast oceny X wartosci Sredniej wykorzystuje sie znana wartosé p oraz
przyjmuje sie liczbe stopni swobody rownag n.

Whnioskowanie o frakcji. Obserwowana cecha X ma rozklad dwupunktowy o praw-
dopodobienstwie sukcesu p. Zadanie polega na ocenie prawdopodobienstwa p na pod-
stawie n elementowej préoby, w ktérej zaobserwowano k sukceséw. Punktowa ocena

jest p = % Przedzial ufnosci na poziomie ufnoéci 1 — o ma postaé

(5*1 (lc—kl,n—k;%), g (k,n—k—i—l;l—%)),

gdzie 371 (-, ;) oznacza kwantyl rozkladu Beta. Dla k = 0 lewy koniec przyjmujemy
0, a dla kK = n prawy koniec przyjmujemy 1.

Konce przedziatu ufnoéci mozna takze wyznaczyé¢ ze wzoru:

k (k+1)F (%;2(k+1),2(n—k))
k+(n—k+1)F ($:2(n—k+1),2k) 'n—k+(k+1)F(5:2(k+1),2(n—k))
gdzie F («;ry,r9) jest wartodcia krytyczna rozktadu F o (r1,72) stopniach swobody

(tablica 6). Dla matych wartosci n konce przedzialu ufnosci sa stablicowane (Zielinski
2000, Zielinski i Zielinski 1990)

Obliczenia mozna wykonaé¢ w arkuszu kalkulacyjnym Excel wykorzystujac funkcje
wyznaczajaca kwantyle rozktadu beta:

ROZKEAD.BETA.ODW(prawd; a, b).

Dla duzych wartosci n przyblizony przedzial ufnosci mozna wyznaczaé¢ w nastepujacy

spos6b
. p(l—p) . (1 —p
(p_ulg /5 p)7 ptug /5( p)) ’
n n

gdzie u, jest kwantylem rzedu g rozkladu normalnego N(0,1) (tablica 3).

W celu stwierdzenia, czy nieznana warto$¢ p prawdopodobienstwa sukcesu jest dang
liczba pg, weryfikowana jest hipoteza Hy : p = pg. W przypadku duzej iloéci n obser-
wacji stosuje sie statystyke testowa

— Do k — npo
Uemp = \/ﬁ =

B(1—p) V(1 —p)

Hipoteza jest odrzucana na poziomie istotnodci a, jezeli |temp| > U1—q/2-

3

Poziom krytyczny (p-warto$é) w tym teScie mozna obliczyé¢ w Excelu w nastepujacy
sposéb:
ROZKEAD.NORMALNY.S(MODUE.LICZBY (Uemp))-

Zauwazmy, ze hipoteza Hg : p = pg nie jest odrzucana na poziomie istotnosci a tylko
wtedy, gdy hipotetyczna warto$é po lezy w przedziale ufnosci (na poziomie ufnosci
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1—«) dla prawdopodobiefistwa p. Ten sposéb wnioskowania mozna stosowaé zaréwno
dla malych, jak i duzych préb.

Przyklad. Podejrzewa sig, ze jedna z przyczyn nieprawidlowosci rozwoju dzieci jest
spedzanie zbyt duzej ilosci czasu przed telewizorem. W celu oszacowania przecietnego
czasu spedzanego przed telewizorem wylosowano grupe dwudziestu dzieci w wieku 8 —
9 lat i zarejestrowano nastepujace czasy ogladania telewizji: 107.8, 149.9, 132.1, 114.7,
51.1, 97.2, 95.7, 117.3, 119.5, 122.2, 65.7, 109.8, 84.0, 84.9, 134.1, 133.8, 49.5, 99.2,
116.5, 135.9. Oszacowaé na tej podstawie sredni czas spedzany przed telewizorem.

Rozwigzanie.
1. Badana zbiorowos$é. Dzieci w wieku 8 — 9 lat.

2. Badana cecha. Cecha X — czas spedzany przez dzieci na ogladaniu telewizji. Jest
to cecha ciaggla.

3. Zalozenia. Cecha X ma rozklad normalny N(u,0?). Liczba u reprezentuje prze-
cietny czas ogladania telewizji, za$ o zréznicowanie.

4. Cel. Zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami liczba p reprezentuje przecietny czas
ogladania telewizji. Zadanie sprowadza si¢ do oszacowania liczby p.

5. Procedura statystyczna. Liczbe u oszacujemy wyznaczajac przedzial ufnosci:

(X —t(asn — 1)\%7 X +t(a;n— 1)\%) .

6. Poziom ufnosci. Przyjmujemy 1 — o = 0.95.

7. Warto$¢ krytyczna. Poniewaz przyjelismy poziom ufnosci 1 — a = 0.95, wiec w ta-
blicach wartosci krytycznych rozkladu t odszukujemy ¢(0.05;19) = 2.093.

8. Obliczenia.

n=20, Y X;=21209, Y X]=239741.
=1 =1
Zatem
2120.9

X:
20

= 106.045,

varX = Z X? —n(X)* = 239741 — 20 - 106.045% = 14830.17,

i=1

X 14830.1
S =52 = \/Var _ 183007 o g
n—1 20— 1

Mozemy teraz obliczy¢ granice przedziatu ufnosci:

27. 27.
! 938, 106.045 + 2.093 - 7.938
V20 V20
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Te same obliczenia w Excelu.

| A | B C
1 107.8 | poziom ufnosci 0.95
2 149.9 | liczba obserwacji 20
3 132.1 | S$rednia z préby =SREDNIA(A1:A20)
4 114.7 | odchylenie standardowe | =0DCH.STANDARD.PROBKI (A1:A20)
5 51.1 wartos¢ krytyczna =ROZKE.T.0DWR.DS(1-C1;C2-1)
6 97.2 lewy koniec =C3-C5*C4/PIERWIASTEK (C2)
7 95.7 prawy koniec =C3+C5*C4/PIERWIASTEK (C2)
20 135.9

9. Wniosek. Na poziomie ufnosci 1 — o« = 0.95 liczba p zawiera sie w przedziale
(92.97, 119.12)

10. Odpowied?. Na podstawie wynikéw mozemy stwierdzié, ze przecietny czas spe-
dzany na ogladaniu telewizji przez dzieci w wieku 8 — 9 lat wyraza sie liczba z prze-
dziatu (92.97, 119.12) z 95% zaufaniem do wniosku.

Przyklad. Postawiono zadanie oszacowania odsetka zglaszajacych sie do szpitala pa-
cjentéw majacych grupe krwi ,,0”. W tym celu sposréd pacjentéw szpitala wylosowano
1000 wsroéd ktérych 240 miato grupe krwi ,0”. Oszacowacd na tej podstawie odsetek
pacjentow z ta grupa krwi.

Rozwigzanie.
1. Badana zbiorowosé. Pacjenci szpitala.

2. Badana cecha. Cecha X — grupa krwi. Jest to cecha dwuwartosciowa: grupa ,,0"” (1),
inna grupa(0).

3. Zalozenia. Cecha X ma rozklad dwupunktowy D(p). Liczba p reprezentuje praw-
dopodobienstwo przyjecia przez ceche X wartosci 1.

4. Cel. Zgodnie z wezesniejszymi ustaleniami liczba p reprezentuje odsetek pacjentéw
z grupg krwi ,,0”. Zadanie sprowadza sie do oszacowania liczby p.

5. Procedura statystyczna. Liczbe p oszacujemy wyznaczajac zaréwno przyblizony, jak
i dokladny przedzial ufnosci.

6. Poziom ufnosci. Przyjmujemy 1 — a = 0.95.

7. Warto$¢ krytyczna. Poniewaz przyjelismy poziom ufnosci 1 — a = 0.95, wiec w ta-
blicach kwantyli rozkiadu normalnego odszukujemy uy_go5/2 = 1.96.

8. Obliczenia. Wyznaczenie przyblizonego przedzialu ufnosci.

240
zatem
0.24 - (1 — 0.24) 0.24- (1 — 0.24)
.24—1. ——= 0.24+1. — = | =(0.21 2 .
(0 96 1000 , 0.24+1.96 1000 (0.2135,0.2665)
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Obliczenia w Excelu (dokladny przedzial ufnosci).

H A | B
1 || poziom ufnosci 0.95
2 || liczba wszystkich pacjentéw 1000
3 | liczba pacjentow z grupa ,,0” 240
4 || lewy koniec =ROZKEAD.BETA.0DW((1-B1)/2;B3+1;B2-B3)
5 | prawy koniec =ROZKLAD.BETA.ODW((1+B1)/2;B3;B2-B3+1)

9. Wniosek. Na poziomie ufnosci 1 — o = 0.95 liczba p zawiera sic w przedziale
(0.2135, 0.2665).

10. OdpowiedZ. Na podstawie wynikéw badan mozemy stwierdzié, ze odsetek pacjen-
tow z grupa krwi ,,0” wyraza sie liczba z przedziatu (21.35%, 26.65%) z 95% zaufaniem
do wniosku.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

5.1. Pokazaé, ze

5.2. Pokazaé¢, ze hipoteza Hy : p = po nie jest odrzucana na poziomie istotnosci
a tylko wtedy, gdy hipotetyczna wartosé po lezy w przedziale ufnosci (na poziomie
ufnosci 1 — a) dla wartosci $redniej .

5.3. Pokazaé, ze hipoteza Hy : 0? = of nie jest odrzucana na poziomie istotnoci
a tylko wtedy, gdy hipotetyczna warto$é o3 lezy w przedziale ufnoéci (na poziomie
ufnosci 1 — ) dla wariancji o2.

5.4. Pokazac¢, ze hipoteza Hy : p = po nie jest odrzucana na poziomie istotnosci
a tylko wtedy, gdy hipotetyczna warto$é py lezy w przedziale ufnosci (na poziomie
ufnosci 1 — a) dla prawdopodobienstwa p.

5.5. Wsrdd losowo wybranych os6b przeprowadzono ankiete na temat czasu dojazdu
do pracy. Wyniki ankiety przedstawialy si¢ nastepujaco: 28.63, 16.45, 22.34, 26.02,
22.72, 26.90, 25.82, 28.49, 28.46, 27.54, 31.28, 26.24, 20.69, 30.39, 20.55, 22.56, 27.37,
22.77, 23.99, 22.33. Zakladajac normalnosé¢ rozkladu badanej cechy, na podstawie
wynikéw ankiety oszacowaé $redni czas dojazdu do pracy.

5.6. Przy wycenie uzytkownosci mlecznej buhaja wzieto pod uwage mlecznosé jego
corek w okresie pierwszych stu dni laktacji. Uzyskano nastepujace wyniki oznaczania
zawartosci biatka (w procentach): 3.14, 2.68, 2.90, 3.04, 2.91, 3.07, 3.03, 3.13, 3.13,
3.10, 3.24, 3.05, 2.84, 3.20, 2.83. Oszacowaé na tej podstawie srednig zawartosé biatka
w mleku. Przyjaé, ze badana cecha ma w populacji rozktad normalny.

5.7. Przez dwiescie dni obserwowano liczbe znoszonych jaj przez kury i uzyskano
nastepujace wyniki: 249, 128, 187, 223, 190, 232, 221, 248, 247, 238, 275, 225, 170,
267, 169, 189, 237, 191, 203, 186, 224, 244, 233, 224, 143, 184, 215, 253, 227, 168.
Na podstawie zebranych danych oszacowaé przecietna dzienng liczbe jaj znoszonych
przez kury.
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5.8. Na podstawie zaobserwowanych mlecznosci kréw oszacowaé srednig mlecznosé
krowy: 10.181, 9.573, 9.867, 10.051, 9.886, 10.095, 10.041, 10.174, 10.173, 10.127,
10.314, 10.062, 9.784, 10.269, 9.778, 9.878, 10.118, 9.889, 9.950, 9.867, 10.055, 10.157,
10.099, 10.055, 9.650, 9.855, 10.011, 10.200, 10.069, 9.773, 10.003, 9.973, 9.838, 10.323,
9.979, 9.709, 9.837, 9.785, 9.804, 9.901.

5.9. Notowano wielko$¢ suchej masy roslin pewnej odmiany jeczmienia i uzyskano
wyniki: 1.181, 0.573, 0.867, 1.051, 0.886, 1.095, 1.041, 1.174, 1.173, 1.127, 1.314, 1.062,
0.784, 1.269, 0.778, 0.878, 1.118, 0.889, 0.950, 0.867, 1.055, 1.157, 1.099, 1.055, 0.650,
0.855, 1.011, 1.200, 1.069, 0.773, 1.003, 0.973, 0.838, 1.323, 0.979, 0.709, 0.837, 0.785,
0.804, 0.901. Oszacowaé przecietna suchg mase rosliny.

5.10. Z poletek zebrano plon pewnego zboza i uzyskano wyniki: 21.8, 15.7, 18.7, 20.5,
18.9, 21.0, 20.4, 21.7, 21.7, 21.3, 23.1, 20.6, 17.8, 22.7, 17.8, 18.8, 21.2, 18.9, 19.5, 18.7,
20.6, 21.6, 21.0, 20.5, 16.5, 18.6, 20.1, 22.0, 20.7, 17.7. Oszacowaé przecietny plon z
poletka.

5.11. Nalezy oszacowaé srednia zywotno$é (w godzinach Swiecenia) wyprodukowanej
partii swietlowek. Wiadomo, ze czas §wiecenia Swietlowek ma rozklad normalny. Wy-
losowana z tej partii proba swietlowek dalta nastepujace rezultaty: 2909, 2544, 2720,
2831, 2732, 2857, 2825, 2905, 2904, 2876, 2988, 2837, 2671, 2962, 2667, 2727, 2871,
2733, 2770, 2720, 2833, 2894, 2859, 2833, 2590, 2713, 2807, 2920, 2842, 2664, 2802,
2784, 2703, 2994, 2788, 2626, 2702, 2671, 2683, 2741, 2894, 2873, 2880, 2645, 2794.

5.12. W pewnym do$wiadczeniu medycznym bada si¢ czas snu (w minutach) pacjen-
téw chorych na pewng chorobe. Mozna przyjaé, ze czas snu ma rozktad normalny.
Nalezy oszacowac $redni czas snu pacjentow, jezeli pomiary w grupie pacjentéw daly
nastepujace rezultaty: 512, 299, 402, 466, 408, 482, 463, 509, 509, 493, 558, 470, 373,
543, 370, 406, 490, 409, 431, 402.

5.13. Cigzar jajka kurzego jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym. Na podstawie
nastepujacych pomiaréw oszacowaé Sredni ciezar jaja kurzego: 6.87, 5.63, 6.23, 6.60,
6.27, 6.69, 6.58, 6.86, 6.85, 6.76, 7.14, 6.63, 6.06, 7.05, 6.05, 6.25, 6.74, 6.27, 6.40, 6.23,
6.61, 6.82, 6.70, 6.61, 5.79, 6.20, 6.52, 6.91, 6.64, 6.04, 6.51, 6.44, 6.17, 7.16, 6.46, 5.91,
6.17, 6.06, 6.10, 6.30, 6.82, 6.75, 6.77, 5.97, 6.48, 6.51, 6.70, 6.78, 6.55, 7.12.

5.14. Zawarto$¢ tluszczu w mleku pewnej rasy krow ma rozklad normalny. Na pod-
stawie nastepujacych pomiaréw oszacowaé Srednig zawartosé ttuszczu w mleku: 3.87,
2.63, 3.23, 3.60, 3.27, 3.69, 3.58, 3.86, 3.85, 3.76, 4.14, 3.63, 3.06, 4.05, 3.05, 3.25, 3.74,
3.27, 3.40, 3.23, 3.61, 3.82, 3.70, 3.61, 2.79, 3.20, 3.52, 3.91, 3.64, 3.04.

5.15. Zbadano zawarto$¢ alkoholu w piwie pewnej marki. Producent piwa twierdzi,
ze przecietna zawarto$é alkoholu w piwie tej marki wynosi 5%. Czy wyniki badania
dowodza, ze twierdzenie producenta nie jest pozbawione podstaw?

Wiyniki badafi: 4.20, 4.74, 5.70, 2.32, 5.60, 3.81, 2.65, 3.73, 3.93, 4.63, 4.17, 5.84,
6.47, 6.88, 6.16, 5.04, 6.42, 3.98, 4.12, 3.06, 2.98, 4.47, 4.18, 2.76, 1.92, 3.22, 5.26,
3.13, 5.19, 3.56, 4.63, 4.64, 6.38, 4.57, 5.36, 3.58, 3.30, 5.21, 6.71, 5.80, 4.50, 4.47
4.94, 4.71, 5.74, 3.66, 4.07.
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5.16. Przypusémy, ze producent gwarantuje uzyskanie $rednio 220 jaj od kury i przy-
pusémy, ze hodowca zakupil partie pisklat, z ktorych uzyskal 25 kur z ukonczona
nio$noscia. Zbadacd, czy w warunkach fermy hodowcy mozliwa jest do uzyskania gwa-
rantowana przez producenta nio$nosé.

Wyniki badafi: 209, 218, 233, 179, 231, 203, 184, 201, 205, 216, 209, 235, 211, 245
252, 240, 222, 245, 205, 208, 191, 189, 213, 209, 186
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5.17. Wedlug norm, przebieg opon samochodowych powinien wynosi¢ 35 tys. km.
W celu sprawdzenia, czy nowy rodzaj opon spelnia wymagania normy, zbadano 200
opon i zanotowano ich przebiegi. Czy mozna uznaé, ze nowy rodzaj opon spelnia
wymagania normy?

Wiyniki badaii: 42.356, 25.223, 33.502, 38.682, 34.043, 39.925, 38.407, 42.161, 42.117,
40.828, 46.088, 38.993, 31.181, 44.836, 30.991, 33.820, 40.581, 34.115, 35.833, 33.492,
38.807, 41.672, 40.027, 38.795, 27.398, 33.180, 37.563, 42.866, 39.203, 30.865, 37.338,
36.483, 32.684, 46.339, 36.672, 29.068, 32.667, 31.188, 31.744, 34.477, 41.660, 40.654,
41.026, 29.976, 36.947, 37.414, 40.028, 41.163, 37.912, 45.810, 36.376, 39.464, 44.216,
37.964, 39.890, 37.028, 39.204, 30.443, 32.703, 32.245, 34.431, 34.476, 36.315, 36.865,
39.652, 30.272, 37.313, 49.992, 30.870, 40.470, 28.877, 30.045, 43.174, 32.470, 39.408,
34.407, 36.113, 39.933, 39.411, 33.813, 31.368, 32.909, 48.832, 36.987, 27.440, 33.415,
34.535, 37.793, 35.068, 40.079, 47.691, 28.642, 41.318, 40.053, 35.823, 33.143, 33.201,
45.922, 34.990, 46.070, 35.940, 39.589, 38.132, 38.446, 40.060, 32.786, 32.965, 36.799,
46.570, 34.340, 44.681, 43.024, 42.527, 42.666, 33.112, 38.434, 39.669, 35.501, 30.340,
36.240, 30.168, 34.076, 39.085, 45.995, 33.310, 35.740, 37.907, 24.016, 36.826, 35.504,
36.297, 26.527, 44.716, 40.652, 36.012, 39.737, 36.821, 34.924, 37.971, 34.342, 38.074,
40.994, 43.161, 25.643, 35.506, 47.114, 44.355, 34.369, 43.870, 46.149, 29.454, 34.517,
34.691, 40.366, 37.512, 41.746, 36.908, 27.913, 37.479, 38.466, 36.057, 43.511, 40.631,
42.966, 50.054, 31.798, 44.099, 41.378, 43.410, 39.265, 32.756, 26.785, 33.046, 44.251,
35.555, 42.414, 30.190, 34.203, 32.121, 37.114, 34.192, 36.466, 41.085, 43.112, 45.751,
33.928, 36.834, 29.243, 40.245, 41.613, 36.567, 33.353, 39.013, 34.986, 39.859, 37.064,
37.422, 40.715, 41.142, 41.695.

5.18. W poszukiwaniu tzw. markeréw genetycznych bada sie zalezno$¢ miedzy ta-
kimi czynnikami jak grupa krwi czy typ biatka krwi (transferyny) a poziomem cech
produkecyjnych. W pewnej populacji kréw o éredniej wydajnosci mleka pg = 3500 kg
zidentyfikowano 100 kréw z transferyna E'E i zbadano ich wydajnosé. Czy mozna
uznaé, ze krowy z ta transferyng réznia sie¢ wydajnoscia od innych kréw?

Wyniki badafi: 4122, 2235, 3147, 3718, 3207, 3855, 3687, 4101, 4096, 3954, 4533, 3752,
2892, 4395, 2871, 3182, 3927, 3215, 3404, 3146, 3731, 4047, 3866, 3730, 2475, 3112
3594, 4178, 3775, 2857, 3570, 3476, 3057, 4561, 3496, 2659, 3055, 2892, 2954, 3255,
4046, 3935, 3976, 2759, 3527, 3578, 3866, 3991, 3633, 4503, 3464, 3804, 4327, 3639
3851, 3536, 3775, 2810, 3059, 3009, 3250, 3254, 3457, 3518, 3825, 2792, 3567, 4963,
2857, 3915, 2638, 2767, 4212, 3034, 3798, 3247, 3435, 3856, 3798, 3182, 2912, 3082
4835, 3531, 2480, 3138, 3261, 3620, 3320, 3872, 4710, 2612, 4008, 3869, 3403, 3108,
3114, 4515, 3311, 4531.

5.19. Dzienne zuzycie wody w pewnej fabryce podlega wahaniom losowym. Notowano
dzienne zuzycie wody w metrach szesciennych Czy mozna przyjacé, ze srednie dzienne
zuzycie wody wynosi 1000 m3?

Wyniki badaf: 1041.5, 999.5, 1019.8, 1032.5, 1021.1, 1035.6, 1031.8, 1041.1, 1040.9,
1037.8, 1050.7, 1033.3, 1014.1, 1047.6, 1013.6, 1020.6, 1037.2, 1021.3, 1025.5, 1019.8,
1032.8, 1039.9, 1035.8, 1032.8, 1004.8, 1019.0, 1029.8, 1042.8, 1033.8, 1013.3, 1029.2,
1027.1, 1017.8, 1051.3, 1027.6, 1008.9, 1017.7, 1014.1, 1015.5, 1022.2, 1039.8, 1037.4,
1038.3, 1011.1, 1028.3, 1029.4, 1035.8, 1038.6, 1030.6, 1050.0, 1026.9, 1034.4, 1046.1,
1030.8, 1035.5, 1028.5, 1033.8, 1012.3, 1017.8, 1016.7, 1022.1, 1022.2, 1026.7, 1028.1,
1034.9, 1011.9, 1029.2, 1060.3, 1013.3, 1036.9, 1008.4, 1011.3, 1043.5, 1017.3, 1034.3,
1022.0, 1026.2, 1035.6, 1034.3, 1020.6, 1014.6, 1018.3, 1057.4, 1028.4, 1004.9, 1019.6,
1022.3, 1030.3, 1023.6, 1035.9, 1054.6, 1007.9, 1039.0, 1035.9, 1025.5, 1018.9, 1019.1,
1050.3, 1023.5, 1050.7, 1025.8.

5.20. Czy mozna uznaé, ze przecietny czas pracy bateryjki radiowej jest zgodny z
norma wynoszaca 35 godzin, jezeli dokonano pomiaru czasu pracy (w godzinach) i
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)

otrzymano wyniki: 37.8, 19.3, 28.2, 33.8, 28.8, 35.1, 33.5, 37.6, 37.5, 36.1, 41.8, 3
32.6, 3

5, 36.1
25.7, 40.4, 25.5, 28.6, 35.9, 28.9, 30.7, 28.2, 33.9, 37.0, 35.3, 33.9, 21.7, 27.9,
34.4, 25.4, 32.4, 31.4, 27.4, 42.0, 31.6.

4.1,
8.3,

5.21. Maszyna jest ustawiona w taki sposob, by produkowala kulki tozyskowe o éred-
nicy 1 cm. Na podstawie ponizszych pomiaréw $rednicy kulek wylosowanych z pro-
dukcji kulek stwierdzié, czy mozna uznaé, ze maszyna nie rozregulowata si¢ w trakcie
pracy?

Wiyniki badan: 1.0067, 0.9976, 1.0020, 1.0048, 1.0023, 1.0054, 1.0046, 1.0066, 1.0066,
1.0059, 1.0087, 1.0049, 1.0008, 1.0080, 1.0007, 1.0022, 1.0058, 1.0023, 1.0032, 1.0020,
1.0048, 1.0064, 1.0055, 1.0048, 0.9988, 1.0018, 1.0042, 1.0070, 1.0050, 1.0006, 1.0040,
1.0036, 1.0016, 1.0088, 1.0037, 0.9996, 1.0016, 1.0008, 1.0011, 1.0025, 1.0064, 1.0058,
1.0060, 1.0001, 1.0038, 1.0041, 1.0055, 1.0061, 1.0044, 1.0086, 1.0035, 1.0052, 1.0077,
1.0044, 1.0054, 1.0039, 1.0050, 1.0004, 1.0016, 1.0013, 1.0025, 1.0025, 1.0035, 1.0038,
1.0053, 1.0003, 1.0040, 1.0108, 1.0006, 1.0057.

5.22. W pewnym rejonie Polski uzyskiwano przecietny plon pszenicy réwny 22.6 q/ha.
Chcemy sprawdzi¢, czy po zmianie sposobu uprawy przecigtny plon pszenicy ulegnie
zmianie. W tym celu, dla wylosowanych z tego rejonu gospodarstw zbadano, jaki
uzyskaly one plon przy nowym sposobie uprawy. Czy uzyskane wyniki swiadcza o
zmianie wielko$ci plonu przy nowym sposobie uprawy?

Wyniki badafi: 22.5, 21.6, 22.1, 22.3, 22.1, 22.4, 22.3, 22.5, 22.5, 22.4, 22.7, 22.4, 21.9,
22.7,21.9, 22.1, 22.4, 22.1, 22.2, 22.1, 22.3, 22.5, 22.4, 22.3, 21.7.

5.23. Automat produkuje blaszki o nominalnej grubosci 0.9 mm. Dla wylosowanych
z produkcji automatu blaszek zmierzono ich grubo$¢. Czy mozna na podstawie tych
wynikéw twierdzié, ze grubosé blaszek produkowanych przez automat jest réwna gru-
bosci nominalne;j.

wyniki bada: 0.961, 0.840, 0.898, 0.935, 0.902, 0.944, 0.933, 0.960, 0.960, 0.950, 0.988,

0.937, 0.882, 0.979, 0.881, 0.901, 0.949, 0.903, 0.915, 0.898, 0.936, 0.956, 0.945, 0.936,
0.855, 0.896, 0.927, 0.965, 0.939, 0.880.

5.24. Paczka powinna wazy¢ 1 kg. Kontroli poddano 64 paczki. Sprawdzié, czy badana
partia spelnia wymagania odnosnie do cigzaru paczki.

Wyniki bada: 1.10, 0.64, 0.86, 1.00, 0.87, 1.03, 0.99, 1.09, 1.09, 1.06, 1.20, 1.01, 0.80,
1.16, 0.79, 0.87, 1.05, 0 88, 0.92, 0.86, 1.00, 1.08, 1.03, 1.00, 0.70, 0.85, 0.97, 1.11, 1.01,
0.79. 0.96, 0.94. 0.84, 1.20, 0.94, 0.74, 0.84. 0.80, 0.81, 0.89, 1.08, 1.05., 1.06, 0.76. 0.95,
0.96, 1.03, 1.07, 0.98, 1.19, 0.94, 1.02, 1.15, 0.98, 1.03, 0.95, 1.01, 0.78, 0.84, 0.83, 0.88,
0.89, 0.93, 0.95.

) Y
5.25. Wyprodukowano pewien nowy srodek owadobéjczy. Srodek ten zastosowano na
tysiacu owadach, z ktorych 852 padly. Oszacowaé skutecznosé tego srodka owadobdj-
czego.

5.26. Oceni¢ wadliwos¢ procesu produkcyjnego wiedzac, ze na piecdziesiat przebada-
nych wyrobéw stwierdzono dwa braki.

5.27. Z pewnej partii owocéw pobrano do badania 200 sztuk. Stwierdzono, ze 60 jest
zepsutych. Ocenié na tej podstawie procent owocéw zepsutych w calej partii.

5.28. Na 150 wylosowanych studentéw pewnej Akademii Medycznej 114 stwierdzilo,
ze systematycznie pali papierosy. Ocenié¢ ogdlny odsetek palaczy wsrdd studentéw
Akademii Medycznej.
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5.29. Przeprowadzono ankiete dotyczaca poparcia dla pewnego ruchu spotecznego.
Wirédd tysiaca ankietowanych 850 wyrazilo poparcie. Oceni¢ odsetek ludnosci popie-
rajacej wspomniany ruch spoteczny.

5.30. W pewnym zakladzie wsréd losowo wybranych dwudziestu oséb okazato sie,
ze cztery z nich nigdy nie byly na zwolnieniu chorobowym. Oszacowaé jaki odsetek
pracownikow tego zakladu nie korzystal ze zwolnienia lekarskiego?

5.31. Na szeséset przypadkéw wezwan pogotowia czterysta bylo uzasadnionych. Oce-
ni¢ jaki procent wezwan pogotowia jest nieuzasadniony.

5.32. Skontrolowano 1000 pojazdéw i okazalo sig, ze 80 z nich nie posiadato aktual-
nego ubezpieczenia ,,OC”. Oszacowaé na tej podstawie odsetek pojazdow jezdzacych
po polskich drogach nie majacych wykupionego obowigzkowego ubezpieczenia ,,0C”.

5.33. W celu oceny popularnosci pewnej partii politycznej przeprowadzono wsréd ty-
siaca osob ankiete. Okazalo sie, ze tylko 240 os6b popiera wspomniang partie. Osza-
cowaé na tej podstawie odsetek os6b popierajacych te partie?

5.34. Lider pewnej partii politycznej powiedzial w wywiadzie, ze jego partia ma po-
parcie 25% spoleczenstwa. W odpowiedzi przytoczono wyniki ankiety przeprowadzo-
nej wérdd tysiaca oséb. Sposrdd ankietowanych tylko 240 os6b popierato wspomniana
partie. Czy wyniki ankiety dowodza, ze lider nie jest zorientowany w rzeczywistym
poparciu dla swojej partii?

5.35. Wyprodukowano pewien nowy srodek owadobdjczy. Producent gwarantuje 90%

skutecznosci. Srodek ten zastosowano na tysiacu owadach, z ktérych 852 padty. Czy
$rodek ma takag skuteczno$é¢ jaka gwarantuje producent?

5.36. Czy mozna twierdzié, ze wadliwo$é procesu produkcyjnego wynosi 2%, jezeli na
50 przebadanych wyrobéw stwierdzono dwa braki.

5.37. Czy mozna stwierdzié¢, ze w transporcie psuje sie 25% owocow, jezeli na 200
przebadanych owocéw bylo 60 zepsutych.

5.38. Na 800 zbadanych pacjentéw pewnego szpitala 320 mialo grupe krwi ,,O0”.
Zweryfikowaé hipoteze, ze procent pacjentow z ta grupa wynosi 35.

5.39. Na 150 wylosowanych studentéw pewnej Akademii Medycznej 114 stwierdzilo,
ze systematycznie pali papierosy. Zweryfikowaé¢ hipoteze, ze palacych studentow jest
60%.

5.40. Panuje opinia, ze 5% samochodéw jezdzacych po polskich drogach nie ma wyku-
pionego obowiazkowego ubezpieczenia ,,0C”. Wsrdéd 1000 skontrolowanych pojazdow
80 nie posiadato ,OC”. Czy to dowodzi, ze wspomniana opinia jest sluszna?

5.41. Wéréd losowo wybranych 500 Studentéw pewnej uczelni zaobserwowano 475
kobiet. Czy mozna na tej podstawie sadzi¢, ze zainteresowanie ta uczelnia u obu ptci
jest jednakowe?

5.42. Obliczono, ze emisja programu telewizyjnego jest optacalna, jezeli jego ogladal-
nosé wynosi 25%. Wsréd 1200 ankietowanych oséb 200 stwierdzilo, ze systematycznie
oglada ten program telewizyjny. Czy mozna na tej podstawie uznaé, ze emisja pro-
gramu jest oplacalna?

5.43. W badaniach popularnosci pewnej partii politycznej stwierdzono, ze na 1000
os6b, poparcie zadeklarowalto 45. Czy mozna na tej podstawie rokowaé, ze partia ta
w wyborach przekroczy piecioprocentowy prog wyborczy?
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6. Poréwnanie dwdéch populacji

Obserwujemy ceche X w dwoch populacjach. Oznaczmy te ceche w populacji pierw-
szej przez X1, zaé w drugiej przez Xo. Naszym celem bedzie poréwnanie charakte-
rystyk badanej cechy w obserwowanych zbiorowosciach. Poréwnania beda robione na
podstawie préby X1, ..., X1, z populacji pierwszej oraz Xa1, ..., X2 ,, z populacji
drugiej.

Poréwnanie dwéch wartosci Srednich. Zaktadamy, ze obserwowane cechy X; oraz

X5 maja w badanych zbiorowosciach rozklady normalne N(u,,0%) oraz N (i, 03) od-
powiednio. Zadanie polega na weryfikacji hipotezy Hy : (11 = po. Sposéb postepowania
zalezy od tego, czy wariancje 0% oraz o3 sa réwne czy nie. Jezeli 07 = 03, to stosowany

jest test t, nazywany réwniez testem Studenta, o statystyce testowej

B ¢
emp Sr )
X - X 1 1
gdzie S? = vardn t vards oraz S, = /S? ( + ) Wielko$é S2 jest estyma-
ny+ng —2 ny ng

torem wariancji cechy. Jezeli |temp| > t(a;n1 + no —2), to hipoteze Hy : p1 = po
odrzucamy. Liczba t(a;ny + ng — 2) jest wartoscia krytyczna rozkladu ¢ z ny +ng —2
stopniami swobody na poziomie istotnosci a (tablica 4).

W przypadku, gdy nie wiadomo, czy wariancje o7 oraz o3 sa sobie réwne, to stosowany
jest test V' Behrensa—Fishera o statystyce testowej

X — X,
‘/emp = T7
St 53 .
przy czym S, = | — + —=. Wartosci krytyczne V(a;ny — 1,ns — 1, ¢) (dla ny < ns)
ni n2
Sl2/n1

sa uzaleznione od wielkosci ¢ = (tablica 10). Hipoteze Hy : 1 = o

St /n1+ 83 /na
odrzucamy, jezeli |Vemp| > V(a;ny —1,n2 — 1, ¢).

W pewnych zagadnieniach praktycznych zainteresowani jesteSmy oceng wielkosci réz-
nicy miedzy $rednimi, czyli oceng wielkosci pp — po. W tym celu mozna skonstruowaé
przedzial ufnosci (na poziomie ufnosci 1 — ). Przedzial taki ma postaé

(Xl — Xy — S, - (liczba); X1 — Xo + S, - (liczba)) ,

przy czym

1 1
Sy =452 ( + ) oraz liczba = t(c;ny +ny — 2), gdy o} = 03,
ny U»)

/82 2
S, =1/ = + =2 oraz liczba = V(a;ny — 1,n0 — 1,¢), gdy 07 # 03.
ny n9
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Jak tatwo mozna zauwazy¢, hipoteza o réownosci érednich nie jest odrzucana tylko
wtedy, gdy przedzial ufnosci dla réznicy $rednich obejmuje zero.

Poréwnanie dwéch wariancji. Zaktadamy, ze obserwowane cechy X; oraz X, maja
w badanych zbiorowoéciach rozklady normalne N (u11,0?) oraz N (us,, 05) odpowiednio.
Weryfikujemy hipoteze Hy : 03 = 02. Do weryfikacji tej hipotezy stosowany jest test
F o statystyce testowej

St

Femp = 5722 .
Hipoteze odrzucamy na poziomie istotnosci o, jezeli Fopp > F (%, ny—1,n9 — 1) lub
Femp < F (1 —Sinp —1,np — 1). Liczby F (a;u,v) sa stablicowanymi warto$ciami
krytycznymi rozkladu F (tablica 6). Miedzy wartoSciami krytycznymi rozkladu F
zachodzi nastepujaca zaleznosé:

1

F(au,v) = .
(o5, v) F(1-o;v,u)

Wi ‘i ilorazt 02 /o2 wariancii wyznacs . sedzi L
W celu oceny wielkoéci ilorazu 0% /03 wariancji naczany jest przedzial ufnosci (na
poziomie ufnosci 1 — «)

St

2
(Sl -F(l— g5m —1,72/2—1); ?-F(%;nl —1,n2—1)).
2

Q2
S5
Mozna zauwazy¢, ze hipoteza o réwnosci wariancji nie jest odrzucana tylko wtedy,

gdy przedzial ufnosci dla ilorazu wariancji obejmuje jedynke.

Poréwnanie dwéch frakcji. Zakladamy, ze obserwowane cechy X; oraz X5 maja
w badanych zbiorowosciach rozklady dwupunktowe D(p;) oraz D(ps) odpowiednio.
Zadanie polega na weryfikacji hipotezy Hy : p1 = p2. W przypadku duzych licznosci
ny oraz ng prob hipoteza weryfikowana jest testem przyblizonym o statystyce testowe;j

- (P1 — P2)
VAL =D + %)

gdzie p1 = k1/nq, pa = ka/ng oraz p = (k1 +k2)/(n1+n2). Wielkosci k; oraz ko sa za-
obserwowanymi iloSciami sukceséw w pierwszej i drugiej probie odpowiednio. Hipoteza
jest odrzucana na poziomie istotnosci a, jezeli [tuemp| > u1_qa/2, gdzie u, jest kwan-
tylem rozkladu normalnego N(0,1) (tablica 3). W przypadku, gdy licznosci préb sa
mniejsze niz 25, to stosowany jest tzw. test dokladny (R. Zielinski, W. Zielinski 1990).

Chcac ocenié réznice p; —p2 miedzy frakcjami mozna postuzy¢ sie przedziatem ufnosci
(poziom ufnosci 1 — «):

R A . ~f 1 1 . . R ~f 1 1
P1— P2 —u1—g4/P(1 - D) 7”T1+772 ,P1— P2 +ui—gay[p(1 - D) n71+n72 .

Hipoteza o rownosci frakcji nie jest odrzucana tylko wtedy, gdy powyzszy przedzial
ufnoéci obejmuje zero.
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Przyktad. Badano zawartosé ttuszczu w serach zottych produkowanych zima i latem.
W kazdym z dwoch okresow zbadano zawartosé tluszczu w dziesigciu serach i otrzy-
mano wyniki.

Lato: 30.5; 31.2; 29.9; 31.2; 32.3; 29.1; 28.2; 28.1; 26.4; 26.8.

Zima: 26.8; 26.2; 26.5; 26.1; 25.2; 28.8; 29.1; 29.2; 26.1; 27.2.

Na podstawie uzyskanych wynikéw stwierdzié, czy zawartosé tluszczu w serze zéttym
zalezy od pory roku.

Rozwigzanie.

1. Zbiorowosci. W zadaniu mamy do czynienia z dwiema zbiorowosciami. Jedna z nich
sa sery produkowane latem, za$ druga sery produkowane zima.

2. Obserwowana cecha. Obserwowana cecha X jest zawartos¢ ttuszczu. Przez X
oznaczymy zawarto$é ttuszczu w serach produkowanych latem, natomiast przez Xo
zawartosc ttuszczu w serach produkowanych zima.

3. Zalozenia. Zakladaé¢ bedziemy, ze cecha X, jest cecha ciagla o rozkladzie normal-
nym N (u1,0?) oraz, ze cecha X jest cecha ciagla o rozkladzie normalnym N (pz, 02).
Liczby (1 oraz po oznaczaja przecietne zawartosci ttuszczu w serach produkowanych
latem i zima odpowiednio. Wielkosci o3 oraz o5 oznaczaja odpowiednie wariancje
obserwowanej cechy. Dodatkowo zakladaé bedziemy, ze 0% = 03.

4. Problem. Pytanie, czy Srednia zawarto$¢ tluszczu w serach zalezy od pory roku
sprowadza sie do weryfikacji hipotezy Hg : uy = ps.

5. Technika statystyczna. Zgodnie z wczesniejszymi zalozeniami do weryfikacji sfor-
mutowanej hipotezy zastosujemy test t poréwnania Srednich.

6. Obliczenia. W naszym zadaniu mamy n; = ny = 10. Proste rachunki daja
X, =29.37, varX; =3532, X,=27.12, varX,=18.18,
varXy +varXo  35.321 +18.176  53.497
ny+ng —2 o 18 18

1 1 1 1
S, \/Se<n1+n2> \/2792<10+10) 0.771,
X, —X, 29.37—27.12

tomp = = = 2.918.
P S, 0.771

2=

(&

= 2.972,

Te same obliczenia w Excelu (po wprowadzeniu danych do kolumn A i B).

¢ |D E
1 Lato: Zima:
2 [ licznosé|=ILE.LICZB(A: A) =ILE.LICZB(B:B)
3 | $rednia |=SREDNIA(A:A) =SREDNIA(B:B)
4 || var =(D2-1) *WARIANCJA .PROBKI(A:A) |=(E2-1) *WARIANCJA .PROBKI (B:B)
5 | df =D2+E2-2
6 | s =(D4+E4) /D5
7 s, =PIERWIASTEK (D6* (1/D2+1/E2))
8 |temp  |=(D3-E3)/D7
91—« J0.05
10| txryr  |=ROZKE.T.ODWR.DS(D9;D5)
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7. Wniosek. Przyjmujemy poziom istotnosci a« = 0.05 i w tablicach wartosci kry-
tycznych rozkladu t znajdujemy odpowiednig wartos¢ dla ny + ng — 2 = 18 stopni
swobody: t(0.05; 18) = 2.1009. Poniewaz |temp| > ¢(0.05; 18), wigc hipoteze o réwnosci
srednich odrzucamy.

8. Odpowied?. Srednie zawartosci tluszczu w serach produkowanych latem i zima nie
sa takie same.

9. Dalsze wnioski. Poniewaz weryfikowana hipoteza zostala odrzucona, wigc mozna
pokusic sig o oceng réznic migdzy srednimi zawartosciami ttuszczu. W tym celu mozna
skonstruowaé przedziat ufnosci dla réznicy 1 — po Srednich. Przyjmujac poziom ufno-
sci 1—a = 0.95 oraz wykorzystujac przeprowadzone wcezesniej obliczenia otrzymujemy
nastepujacy przedzial ufnosci

(29.37 — 27.12 — 2.1009 - 0.771, 29.37 — 27.12 + 2.1009 - 0.771) = (0.631, 3.869).

Poniewaz oba korice tego przedziatu sa dodatnie, wiec mozemy stwierdzi¢, ze srednia
zawartos¢é ttuszczu w serach produkowanych latem jest wyzsza niz Srednia zawartosé
ttuszczu w serach produkowanych zima. Co wiecej, przecietnie w letnich serach jest
tego tluszczu wiecej o co najmniej 0.631, ale nie wiecej niz 3.869 jednostek.

10. Dodatki. W punkcie trzecim zalozylismy, ze wariancje o3 oraz o3 sg sobie réwne.

Mozna teraz zweryfikowaé to zaloZenie testujac hipoteze Hy : o = o3. Wartosé

statystyki testowej jest réwna

2
SP _3532/9 392 .

Fem = G2 — =
PTS2 0 18.18/9  2.02

Ze wzgledu na zakres tablic wybieramy poziom istotnosci o réwny 0.10. Wartosci
krytyczne to
F(%5n1 —1,ny — 1) = F(0.05;9,9) = 3.179

oraz

1 1

= = 0.3146.
F(0.05;9,9)  3.179

F (1 — %;nl —1,n9 — 1) =F(0.95;9,9) =

Poniewaz zachodzi F (0.95;9,9) < Femp < F(0.05;9,9), wiec hipotezy o réwnosci
wariancji nie odrzucamy. Zatem zastosowanie testu t do poréwnania Srednich byto
uzasadnione.

Przyktad. Pewien importer owocéw cytrusowych twierdzi, ze owoce zawijane w pa-
pierki mniej sie psuja w transporcie od owocéw, ktére importuje sie stara metoda bez
zawijania. Jednak wprowadzenie nowej metody wiaze sie ze zwigkszeniem kosztow.
Dlatego importer przeprowadzil eksperyment, ktory miat udowodnié, ze owoce zawi-
jane w papierki mniej si¢ psuja od nie zawijanych. Pobral probe losowa 200 owocéw
zawijanych w papierki, z ktorych uleglo zepsuciu 85, oraz 150 owocéw nie zawija-
nych w papierki, w ktorych znaleziono 60 owocéw zepsutych. Czy badania importera
potwierdzaja jego twierdzenie?

Rozwigzanie.

1. Zbiorowosci. W zadaniu mamy do czynienia z dwiema zbiorowosciami. Jedna z nich
sa owoce zawijane w papierki, zas druga owoce niezawijane.
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2. Obserwowana cecha. Obserwowana cecha X jest jakos¢ owocu. Przez X oznaczymy
Jjakosé owocu w partii zawijanej w papierki, natomiast przez Xo jakoSé¢é owocu w partii
nie zawijanej. Pod wzgledem jakosci owoce klasyfikowane sa jako dobre lub zepsute.

3. Zalozenia. Zakladac¢ bedziemy, ze cecha X, jest cecha skokowa o rozkladzie dwu-
punktowym D(p1) oraz, ze cecha X5 jest cecha skokowa o rozkladzie dwupunktowym
D(p2). Liczby py oraz py oznaczaja odpowiednie frakcje zepsutych owocow.

4. Problem. Pytanie o poréwnanie dwoch metod transportowania owocéw cytrusowych
sprowadza sie do weryfikacji hipotezy Hy : py = p2.

5. Technika statystyczna. Zgodnie z wczesniejszymi zalozeniami oraz ze wzgledu na
to, ze liczebnosci prob sa duze, do weryfikacji sformulowanej hipotezy zastosujemy
test przyblizony poréwnania frakcji.
6. Obliczenia. W naszym zadaniu mamy ni = 200, no = 150, oraz k1 = 85, ko = 60.
Proste rachunki daja
kl 85 kz 60
A:—:7:0.4257 A:7:7:0.4,
Pr= ol T 200 P =, T 150
. (k1 +k2)  (85+60)
P ¥ na) (200 + 150)

(p1 — D2) 0.425 — 0.4

=0.412,

Uemp = = = 0.47.
VP =D+ 5) /041201 - 0.412) (55 + 1)
Obliczenia w Excelu.
A B

1 poziom istotnosci 0.05
2 zawiniete w papierki 200
3 zepsute w papierkach 85
4 nie zawiniete w papierki 150
5 zepsute bez papierkéw 60
6 odsetek zepsutych w papierkach =B3/B2
7 odsetek zepsutych bez papierkéw =B5/B4
8 odsetek zepsutych =(B3+B5) /(B2+B4)
9 licznik Uemp =B6-B7
10 mianownik Uemp =B8* (1-B8) *(1/B2+1/B4)
11 Uemp =B9/PIERWIASTEK(B10)
12 wartosckrytyczna =ROZKE .NORMALNY.S.0DWR(1-B1/2)

7. Wniosek. Przyjmujemy poziom istotnosci a = 0.05 i w tablicach wartosci krytycz-
nych kwantyli rozktadu normalnego znajdujemy odpowiednig wartos¢ dla uy_q.05/2 =

1.96. Poniewaz |uemp| < u0.975, Wiec nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy o réw-
nosci frakcji.

8. OdpowiedZ. Mozna przyjaé, ze frakcje zepsutych owocéw w obu metodach sa takie
same. Czyli zawijanie owocow w papierki nie zmienia ich podatnosci na psucie.
Zadania do samodzielnego rozwigzania

6.1. Pokazaé, ze hipoteza o réwnosci Srednich nie jest odrzucana tylko wtedy, gdy
przedzial ufnosci dla réznicy srednich zawiera zero.
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6.2. Pokazaé, ze hipoteza o rownosci wariancji nie jest odrzucana tylko wtedy, gdy
przedzial ufnosci dla ilorazu wariancji zawiera jedynke.

6.3. Pokazaé, ze hipoteza o réwnosci frakcji nie jest odrzucana tylko wtedy, gdy
przedzial ufnosci dla réznicy frakcji zawiera zero.

6.4. Badano cigzar owocéw jabtoni dwoch odmian. Dla kazdej z odmian zwazono po
pieédziesiat owocoéHw i otrzymano wyniki:

odmiana I: 13.70, 13.12, 14.15, 18.68, 18.03, 11.43, 13.92, 11.94, 11.84, 15.55, 15.22,
9.74, 13.48, 8.48, 11.98, 11.18, 12.41, 16.59, 10.50, 12.37, 13.38, 13.53, 12.93, 9.22,
14.28, 14.97, 10.77, 12.06, 12.37, 11.50, 12.61, 13.72, 12.35, 16.16, 9.89, 15.20, 13.00,
13.57, 13.14, 15.37, 11.38, 13.14, 8.75, 11.88, 11.45, 14.30, 10.14, 10.89, 13.79, 12.67,
odmiana IT: 9.42, 11.97, 12.95, 13.20, 10.07, 12.62, 12.93, 15.16, 17.34, 16.37, 11.48,
11.88, 19.19, 14.58, 13.52, 15.18, 11.87, 13.51, 11.47, 14.87, 12.87, 17.62, 13.71, 12.10,
13.57, 16.56, 16.72, 18.33, 16.21, 10.23, 13.86, 13.70, 16.35, 13.55, 15.96, 15.90, 12.09,
9.14, 17.60, 11.28, 15.89, 14.69, 11.98, 13.16, 15.61, 13.01, 14.45, 14.41, 12.42, 14.00.
Na podstawie uzyskanych wynikéw stwierdzi¢, czy odmiany réznia si¢ pod wzgledem
$redniego ciezaru owocu.

6.5. Sposrdd uczniéw pewnego liceum wylosowano pietnastu z klas pierwszych oraz
dwunastu z klas drugich i obliczono $rednig ocen uzyskanych w semestrze dla kazdego
z uczniéw. Otrzymano rezultaty:

klasy I: 3.94, 3.77, 4.08, 5.00, 5.00, 3.26, 4.00, 3.41, 3.38, 4.50, 4.40, 2.75, 3.87, 2.37,
3.42,

klasy II: 2.54, 3.30, 3.60, 3.67, 2.73, 3.50, 3.59, 4.26, 4.91, 4.62, 3.15, 3.27.

Zbadac, czy osiagniecia klas pierwszych i klas drugich mozna uznaé za takie same.

6.6. W érode oraz w niedziele zmierzono przecietng predkosé tramwajéw. Wyniki
pomiaréw podane sa ponizej.

$roda: 16.1, 15.4, 16.7, 22.6, 21.8, 13.2, 16.4, 13.8, 13.7, 18.6, 18.1, 11, 15.9, 9.3, 13.9,
12.9, 14.5, 19.9, 12, 14.4, 15.7, 15.9, 15.1, 10.3, 16.9, 17.8, 12.3, 14.0, 14.4, 13.3, 14.7,
16.2, 14.4, 19.3, 11.2, 18.1, 15.3, 16, 15.4, 18.3, 13.1, 15.4, 9.7, 13.8, 13.2, 16.9, 11.5,
12.5, 16.3, 14.8, 17.3, 17.7, 9.1, 14.6, 17.2, 12.1, 13.5, 15.8, 15, 13.4, 14, 18, 15, 13.8,
13.9, 16.7, 10.9, 15.1, 13.2, 14.7, 16.7, 16.7, 15.1, 19, 10.5, 13.6, 18.7, 12.5, 14.5, 15.2,
14.9, 13.9, 11.9, 17.3, 14.7, 14.4, 14.4, 15.2, 15.4, 16.3, 16.7, 13.3, 13.4, 15, 12.5, 19.8,
13.4, 10.1, 17.1, 15.2,

niedziela: 12.1, 14.7, 15.7, 16, 12.7, 15.4, 15.7, 18, 20.3, 19.3, 14.2, 14.6, 22.2, 17.4,
16.3, 18, 14.6, 16.3, 14.2, 17.7, 15.6, 20.6, 16.5, 14.8, 16.4, 19.5, 19.6, 21.3, 19.1, 12.9,
16.7, 16.5, 19.3, 16.3, 18.8, 18.8, 14.8, 11.8, 20.6, 14, 18.8, 17.5, 14.7, 15.9, 18.5, 15.8,
17.3,17.2,15.2, 16.8, 14.6, 18.6, 15.5, 14.5, 13.4, 12.6, 17.2, 17.3, 15.1, 18.2, 16.2, 12.8,
15.7, 16.8, 15.2, 15, 13.9, 15.6, 15.3, 15.8, 16.7, 14.4, 15.3, 15.9, 18.4, 14.5, 15.4, 16.5,
16.9, 15.6, 18.4, 14.4, 13, 17.6, 16.9, 17.6, 16.8, 16, 14.2, 17.2.

Na podstawie uzyskanych wynikow zbadaé, czy tramwaje jezdza tak samo szybko w
$rody jak i w niedziele.

6.7. Dwém grupom robotnikéw zlecono wykonanie tej samej pracy z tym jednak, ze
robotnicy grupy pierwszej przeszli wczedniej przeszkolenie. Zaobserwowana wydajno$é
pracy w pierwszej grupie ksztaltowala si¢ nastepujaco (w szt/h): 18.2, 18.1, 18.3, 19.4,
19.3,17.6, 18.3,17.8, 17.7, 18.7, 18.6, 17.2, 18.1, 16.9, 17.8, 17.6, 17.9, 18.9, 17.4, 17.9,
18.1, 18.2, 18, 17.1, 18.3, 18.5, 17.5, 17.8, 17.9, 17.6, podczas gdy w grupie drugiej
zaobserwowano nastepujace wydajnosci: 16, 16.6, 16.8, 16.9, 16.1, 16.8, 16.8, 17.4,
17.9, 17.7, 16.5, 16.6, 18.4, 17.2, 17.0, 17.4, 16.6, 17.0, 16.5, 17.3, 16.8, 18, 17, 16.6,
17.0. Na poziomie istotnosci 0.05 sprawdzi¢, czy przeszkolenie zmienito wydajnosé
pracy robotnika.
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6.8. W dwdch przedsiebiorstwach A i B pobrano pobrano préby losowe pracownikéw
w celu zbadania ich czasu dojazdu do pracy. Przedsiebiorstwo A bylo potozone w
centrum miasta, a przedsiebiorstwo B na jego peryferiach:

Przedsigbiorstwo A: 38.34, 39.90, 40.50, 40.66, 38.74, 40.30, 40.49, 41.86, 43.19, 42.59,
39.60, 39.84, 44.32, 41.50, 40.85, 41.87, 39.84, 40.84, 39.60, 41.68, 40.45, 43.36, 40.97,
39.98, 40.88, 42.71, 42.81, 43.80, 42.50, 38.84, 41.06, 40.96, 42.59, 40.87, 42.34, 42.31,
39.98, 38.17, 43.35, 39.48, 42.30, 41.57, 39.91, 40.63, 42.13, 40.54, 41.42, 41.39, 40.18,
41.15.

Przedsiebiorstwo B: 45.56, 45.23, 45.81, 48.40, 48.03, 44.26, 45.68, 44.55, 44.50, 46.61,
46.43, 43.30, 45.43, 42.58, 44.57, 44.12, 44.82, 47.21, 43.73, 44.80, 45.37, 45.46, 45.12,
43.00, 45.89, 46.28, 43.89, 44.62, 44.80, 44.30, 44.93, 45.57, 44.78, 46.96, 43.38, 46.41,
45.21, 45.48, 45.23, 46.51, 44.24, 45.24, 42.73, 44.52, 44.27, 45.90, 43.53, 43.96, 45.60,
44.97,

Czy mozna stwierdzi¢ weryfikujac odpowiednia hipoteze, ze srednie czasow dojazdu
do obu przedsiebiorstw sa takie same?

6.9. Wysunieto przypuszczenie, ze jako$¢ produkcji pewnego wyrobu po wprowa-
dzeniu nowej, tanszej technologii nie ulegla zmianie. Wylosowano prébe 120 sztuk
tego wyrobu sposéréd wyprodukowanych stara technologia i otrzymano 12 sztuk ztych.
Wisrod 160 wylosowanych sztuk wyprodukowanych nowa technologia byto 20 sztuk wa-
dliwych. Czy wysunigte przypuszczenie mozna w Swietle uzyskanych wynikéw uznaé
za uzasadnione?

6.10. Na 200 przebadanych szczuréw u 60 stwierdzono objawy obnizonego refleksu.
Wirédd chorych szezurdéw tylko 20 dostawalo pewien preparat P, a wszystkich szczuréw
karmionych tym preparatem bylo 80. Czy mozna uznaé, ze karmienie preparatem P
wplywa na obnizenie refleksu u szczuréw?

6.11. Badano, czy mlodziez meska noszaca modng fryzure ma inne wyniki niz pozo-
stali mtodziency. W tym celu zbadano 492 uczniéw i okazalo sie, ze wéréd 94 modnych
mlodziencéw az 51 miato zte wyniki w nauce. Wszystkich zle uczacych sie bylo 245.
Czy na tej podstawie mozna sadzi¢, ze fryzura ma wplyw na wyniki nauczania?

6.12. Na 180 przebadanych studentéw i studentek stwierdzono, ze 100 zdato egzamin
ze statystyki. Wéréd 130 studentek egzaminu nie zaliczylo 55. Czy mozna na tej
podstawie uznaé, ze wynik egzaminu zalezy od plci zdajacego?

6.13. Przeprowadzono sondaz wsréod 2600 losowo wybranych pasazeréow warszaw-
skiego metra. Siedemdziesiat procent ocenilo, ze jest zadowolona z komfortu jazdy
metrem. W podobnym badaniu przeprowadzonym wsréd 3000 pasazerdéw stotecznych
tramwajéw 1650 oséb dokonalo pozytywnej oceny komfortu jazdy. Czy na podstawie
przeprowadzonych badan mozna stwierdzié¢, ze frakcje oséb niezadowolonych z kom-
fortu jazdy sa takie same?
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7. Jednoczynnikowa analiza wariancji

Obserwujemy ceche X w k populacjach (k > 2). Przez X; oznaczamy ceche X w i—tej
populacji. Zakladamy, ze X; ma rozklad normalny N(u;,0?) oraz o7 = -+ = o3.
Weryfikujemy hipoteze

Hy:pp ==
na podstawie préb X1, ..., Xin,, ¢ = 1,..., k. Do weryfikacji stosowany jest test F

analizy wariancji. Proces testowania ujmowany jest w postaci nastepujacej tabeli
analizy wariancji.

Zrédlo Stopnie Sumy Srednie Femp
zmiennosci | swobody | kwadratéw kwadraty
Czynnik k—1 varA S2 =varA/(k—1) | S2/52
Blad losowy | N —k varE S2 =varE/(N — k)
Ogotem N -1 varT
k k. ng k n;
varAd = an(Xz — X)Q, varkl = Z Z(le — Xi)z, varl = ZZ(X” — X)Z’
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
B 1 ng B 1 k N4 k
XIZEZX”’X:NZZX”’N:Z’”Z
Jj=1 =1 j=1 =1
Jezeli Femp > F (a;k—1,N — k), to hipoteze Hy : p1 = --- = py odrzucamy na

poziomie istotnosci « (liczba F' (a;k — 1, N — k) jest wartoscia krytyczna w rozkla-
dzie F, tablica 6). Odrzucenie powyzszej hipotezy zerowej prowadzi do wniosku, ze
przynajmniej jedna ze $rednich pug, ..., pug jest inna od pozostatych.

W przypadku odrzucenia hipotezy o réwnoéci wszystkich k srednich dokonuje si¢ po-
dziatu zbioru {py, . . ., sk } na grupy jednorodne, czyli najwieksze podzbiory o réwnych
sobie $rednich. Postepowania statystyczne zmierzajace do podzielenia zbioru $red-
nich na grupy jednorodne nazywamy procedurami poréwnan wielokrotnych. Ponizej
przedstawiona jest jedna z czedciej stosowanych w praktyce procedur — jednoczesne
przedzialy ufnosci Tukeya.

Zaltézmy, ze ny = --- = ni = n. Na podstawie danych wyznaczana jest liczba

NIR = t(o; k, N — k)Se\/T
n

zwana najmniejsza istotna réznica. Liczba t(a; k, N — k) jest wartoscia krytyczna stu-
dentyzowanego rozstepu (tablica 7). Podzialu na grupy jednorodne dokonujemy w ten
sposéb, ze jezeli | X; — X ;| < NIR, to uznajemy, ze p; = 15, czyli populacje o Srednich
pi oraz ji; zaliczamy do jednej grupy jednorodne;j.

W przypadku nieréwnolicznych préb jedna z modyfikacji procedury Tukeya jest
1/1 1

NIR”:t(Oé,k,N—k)Se 2<n+n>
i J
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Przyktad. W celu podniesienia wydajnosci pracy stosowane sg rézne sposoby moty-
wacji pracownikow. Zadanie polega na poréwnaniu wybranych sposobéw motywacji.
Wylosowano czterdziestu pracownikéw i podzielono ich losowo na pieé grup, w ktérych
zastosowano rézne sposoby motywacji (grupa kontrolna dzialala na dotychczasowych
warunkach). Otrzymano nastepujace rezultaty (przecigtna wydajnosé dzienna):

Sposéb Kontrola
1 2 3 4
4.87 3.87 2.80 4.40 2.53
4.20 3.67 2.93 3.89 2.40
4.19 3.92 3.40 4.60 2.40
4.52 3.21 2.82 4.25 2.51
4.82 3.91 3.45 4.82 2.82
4.37 3.41 2.98 4.21 2.00
3.98 3.52 3.61 4.55 2.09
4.58 3.00 3.25 4.10 2.20

Stwierdzi¢, czy sposéb motywacji wpltywa na wydajnos¢ pracy. Jezeli tak, to dokonaé
szczegblowej analizy poréwnawczej badanych sposobéw.

Rozwigzanie. Badang cecha w pieciu zbiorowosciach (k = 5) jest wydajnosé pracy.
Mozna przyjaé, ze wydajnosé pracy, liczona jako przecietna dzienna wydajnosé X
pracownika, jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym. To znaczy, zakladamy,
ze wydajnosé X; przy i—tym sposobie motywacji ma rozklad normalny N (ju;,oc?)
(it=1,...,5). Wielko$¢ p; oznacza srednig przecigtna dzienna wydajnosé przy i—tym
sposobie motywacji, zas o? moze by¢ interpretowane jako zréznicowanie pracowni-
koéw pod wzgledem wydajnosci. Przyjmiemy, ze zréznicowania te sa takie same we
wszystkich grupach, tzn. 0 = -+ = 02. Poréwnanie skutecznosci sposobéw motywa-

¢ji sformutujemy formalnie w postaci hipotezy

Ho:py = po = p3 = pa = ps

moéwiacej, ze sposéb motywacji nie wplywa na Srednia wydajnos¢é. Nieodrzucenie tej
hipotezy prowadzié¢ bedzie do wniosku, iz proponowane sposoby motywacji nie powo-
duja zmiany Sredniej wydajnosci. Do weryfikacji hipotezy zastosujemy test F' analizy
wariancji.

Ponizej przedstawione sa kolejne kroki obliczeniowe.

Sposéb motywacji Kontrola
1 2 3 4

i 8 8 8 8 8
0. 4.44125 3.56375 3.15500 4.35250 2.36875
z 3.57625
g (T —7)? 5.98584 ‘ 0.00128 ‘ 1.41960 ‘ 4.82048 ‘ 11.66448
varA 23.89168
S (i —30)° 0.69189 ‘ 0.82039 ‘ 0.68260 ‘ 0.62955 ‘ 0.49369
varFE 3.31812
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Tabela analizy wariancji

Zrédlo Stopnie Sumy Srednie Femp Fkryt
zmiennosci swobody kwadratow kwadraty

Sposéb 4 23.892 5.973 63.00 F(0.05;4,35)=2.64
Btad losowy 35 3.318 0.095

Ogotem 39 27.217

Poniewaz otrzymana wartos¢ funkcji testowej Fon,p jest wieksza od wartosci krytycz-
nej, wiec hipoteze o réwnosci srednich badanej cechy w pieciu populacjach odrzucamy.
Oznacza to, ze badane sposoby motywacji pracownikéw (w tym takze obiekt kontro-
Iny) réznicuja srednia wydajnosé pracy.

Poniewaz hipoteza o réwnosci srednich zostala odrzucona stosujemy procedure Tukeya
do wyznaczenia grup jednorodnych. Przyjmijmy « = 0.05. W tablicach studentyzo-
wanego rozstepu znajdujemy wartosé krytyczna t(0.05;5,35) = 4.066, a nastepnie
wyznaczamy NIR:

1
NIR = 4.066 - v0.095 - \/; = (0.44308 .

Porzadkujemy Srednie probkowe w ciag nierosnacy i badamy kolejne réznice pod
wzgledem ich wielkoSci w stosunku do N1R. Podkreslone zostaly te Srednie, ktérych
réznica jest mniejsza od NIR.

Sposéb 1
. 4.44125

Sposéb 3
4.35250

Sposoéb 2
3.56375

Sposéb 4
3.15500

Kontrola

2.36875

Procedura Tukeya wydzielila trzy grupy jednorodne. Mozemy wiec wyprowadzi¢ na-
stepujace wnioski. Sposoby 1 oraz 3 daja taka sama srednia dzienna wydajnosé. Po-
dobnie sposoby 2 oraz 4, chociaz inna niz sposoby 1 oraz 3. Tradycyjny sposéb mo-
tywacji (kontrola) daje istotnie rézne wyniki niz zastosowanie jakiegokolwiek innego
sposobu (sposréd czterech badanych). Wyniki procedury Tukeya mozna zilustrowaé
graficznie (por. rysunek). Na osi pionowej zaznaczone sg kolejne srednie prébkowe oto-
czone przedzialami o szerokosci réwnej NIR. Jezeli przedzialy maja czes¢ wspélna,
to odpowiadajace im sSrednie populacyjne traktowane sa jako rowne sobie.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

7.1. Chcac stwierdzi¢, czy czas $wiecenia pewnego typu zaréwek zalezy od wielkosci
banki szklanej przeprowadzono pewne pomiary:
Srednica banki czas $wiecenia (w minutach)
Mniej niz 5 cm 10 15 18 18 12 15 13 15 12 18 17
Miedzy 5 a 10 cm 18 19 20 19 22 25 19 22 25 25 24
Wiecej niz 10 cm 38 40 45 44 42 41 43 40 35 30 29

Czy powyzsze dane pozwalaja stwierdzi¢, ze wielko$¢ banki szklanej ma wplyw na
czas $wiecenia zarowki?

7.2. W badaniu Sredniej zawartosci zelaza w roslinach takowych uzyskano wyniki

Roélina ‘ zawartosé zelaza (w ppm na kg s.m.)

Trawy 174.0 172.0 1750 173.0 177.0 1755
Turzycowate 134.0 135.0 137.0 138.0 135.0 135.2
Motylkowe 117.0 118.0 116.0 119.0 116.3 116.5

Ziota (chwasty) 111.0 112.0 113.0 111.5 112.7 114.2

Poréwnacé srednig zawartos¢ zelaza w roslinach takowych.

7.3. Przecigtna liczba bledéw popelnionych przez tresowane szczury w toku przejécia
przez labirynt ma rozklad normalny. Do pewnych doswiadczen wylosowano po pieé
szczurow do czterech grup, ktére powinny byé¢ jednorodne pod wzgledem stopnia
wytresowania. Otrzymano dla tych szczurdéw nastepujace liczby popelnianych bledéw:

Grupa przecigtna liczba bledéw
I 10 8 7 6 11
IT 7 10 6 14 5
11 8 13 15 6 3
v 16 10 8 10 4

Czy mozna na podstawie uzyskanych wynikow sadzié, ze badane grupy sa jednakowo
wytresowane?

7.4. Trzech nauczycieli A, B, C statystyki ocenialo w skali (0,1) prace jedenastu
wylosowanych uczniéw. Wyniki byly nastepujace:
ocena punktowa
A | 0.744 0.667 0.538 0.641 0.718 0.590 0.590 0.718 0.718 0.641 0.615
B | 0.744 0.769 0.641 0.846 0.692 0.821 0.744 0.718 0.692 0.821 0.821
C | 0.846 0.846 0.923 0.923 0.949 0.795 0.744 0.821 0.923 0.872 0.795

Czy mozna uznaé, ze wszyscy trzej nauczyciele sg jednakowi w swoich ocenach?

7.5. Wtasciciel palarni kawy twierdzi, ze wszystkie gatunki kawy ktore produkuje
maja podobng zawarto$¢ kofeiny. W celu udowodnienia tej hipotezy wybrano trzy
mieszanki kawy i po poddaniu ich procesowi palenia, uzyskano nastepujace zawartosci
kofeiny (w mg w jednej filizance kawy) :

gatunek ‘ zawartosé kofeiny

gatunek 1 122.24 122.49 123.22 123.09 120.43 121.26

gatunek 2 117.47 123.56 112.53 114.54 118.71 124.17

gatunek 3 129.96 114.32 118.30 115.65 127.74 128.02

W oparciu o powyzsze dane odpowiedzie¢ na pytanie, czy wlasciciel palarni ma racje?
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7.6. Wysunieto przypuszczenie, ze czas przeznaczony na kolokwium ma wplyw na
jego wynik. Chcac stwierdzi¢ czy tak jest pobrano nastepujaca probe:

czas w minutach wyniki kolokwium w punktach
Od 15 do 20 11 12 13 12 10
Od 20 do 30 15 18 21 23 24
Od 30 do 60 30 25 32 28 20

Czy powyzsze dane pozwalaja odpowiedzie¢ na pytanie, czy czas przeznaczony na
kolokwium ma wplyw na jego wyniki?

7.7. W doswiadczeniu fizycznym przeprowadzonym trzema metodami A, B, C ba-
dano czas pewnego efektu Swietlnego wystepujacego w tym doswiadczeniu. Wyniki
eksperymentu:

metoda | Sredni czas (z pieciu powtdrzen)
A 3.22
B 3.24
C 3.14

Wiedzac réwniez, ze s2 = 0.004 stwierdzié, czy mozna uznaé, ze éredni czas wystepo-
wania tego efektu jest dla wszystkich metod taki sam?

7.8. Mierzono czas Swiecenia (w godzinach) trzech typéw zaréwek.

typ zarowki | $redni czas $wiecenia (z pieciu zaréwek)
I 1864.8
11 1776.0
111 1827.8

Na podstawie ponizszych danych stwierdzi¢, czy mozna uznaé, ze Sredni czas Swiecenia
tych trzech typéw zaréwek jest taki sam (s? = 8405.5)?

7.9. Poréwnywano dzialanie trzech lekéw podawanych $winiom chorym na rézyce
(skuteczno$é dzialania danego leku mierzono czasem trwania kuracji). Kazde lekar-
stwo zostalo zaaplikowane pigciu chorym zwierzetom. Uzyskano nastepujace wyniki:

lekarstwo ‘ sredni czas trwania kuracji
Ly 16
Lo 20
Ls 21

Obliczono réwniez s? = 5. Czy na podstawie powyzszych danych mozna przyjaé, ze
te trzy lekarstwa daja jednakowy efekt?

7.10. W pewnej miejscowosci potozonej blisko trasy szybkiego ruchu kierownik mle-
czarni stwierdzil, ze rolnicy pasa krowy w przydroznych rowach. Jak wiadomo, za-
warto$¢ metali cigzkich jest wieksza w roslinach rosnacych przy drodze. Zbadano po
dziesie¢ probek mleka od dostawcéw A, B i C'. Otrzymano nastepujace Srednie zawar-
tosci metali ciezkich: A = 4.41, B = 3.56, C = 4.35. Ponadto obliczono varFE = 2.13.
Czy mozna na tej podstawie stwierdzié, ktéry z dostawcow pasie krowy przy szosie?
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8. Testy zgodnosci

Obserwujemy ceche X. Interesuje nas pytanie o rozklad tej cechy w zbiorowosci.
W tym celu weryfikowana jest hipoteza

Hy : Cecha X ma rozklad G,

gdzie G jest pewnym teoretycznym rozkladem. Uniwersalnym testem do weryfika-
cji powyzszej hipotezy jest test chi—kwadrat zgodnoéci. Test ten mozna stosowaé bez
wzgledu na charakter obserwowanej cechy X . Jezeli X jest cecha ciagla, to mozna sto-
sowad test Kolmogorowa, zas w przypadku badania zgodnosci z rozktadem normalnym
(tzn. G jest rozkladem normalnym) najczesciej stosowany jest test Shapiro—Wilka.
Ponizej oméwiony jest tylko test chi—kwadrat zgodnoéci. Inne testy zgodnoéci mozna
znalez¢ w bogatej literaturze tematu.

Test chi—-kwadrat zgodnos$ci. Hipotetyczny rozklad G moze byé dowolnym roz-
ktadem prawdopodobienstwa. Omawiany test wymaga duzej iloéci danych zapisanych
w postaci szeregu rozdzielczego

Klasa ‘ 1 2 -k
Liczebnosé ‘ ny Mg -+ Ng
Statystyka testowsg jest
s e (- nh)?
T
Xemp = Z t t b
: n;
=1 ?
gdzie
k

nt = Np!, N = Z ni, pt = Pp{X przyjeta wartosé z klasy 4}.
i=1

Liczby p! nosza nazwe prawdopodobiefistw teoretycznych, zas n! — liczebnoéci teo-
retycznych. Sa to wielkosci opisujace czego mozna spodziewaé sie w poszczegdlnych
przedziatach klasowych, jezeli weryfikowana hipoteza jest prawdziwa.

Warto$¢é statystyki testowej poréwnywana jest z warto$cia krytyczna x? (o; k —u — 1),
gdzie u jest liczba nieznanych parametréw hipotetycznego rozktadu G. Jezeli XZmp >
x? (a; k — u — 1), to hipoteze Hp odrzucamy na poziomie istotnoéci a.

Przyklad. Pracodawca podejrzewa, ze liczba pracownikéw nieobecnych w rézne dni
tygodnia nie jest taka sama. W celu sprawdzenia swojego podejrzenia zanotowal
w pewnym okresie czasu liczby pracownikéw nieobecnych w kolejnych dniach tygo-
dnia. Wyniki obserwacji podane sa w ponizszej tabeli

Dzienn tygodnia ‘ Liczba nieobecnych

Poniedziatek 200
Wtorek 160
Sroda 140
Czwartek 140
Piatek 100
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Rozwigzanie.
1. Badana zbiorowo$é. Pracownicy firmy.

2. Badana cecha. Cecha obserwowana X jest dzien, w ktérym pracownik nie byt
w pracy. Jest to cecha jakosciowa o wartosciach (poniedzialek, wtorek, sroda, czwar-
tek, piatek).

3. Cel. Przypuszczenie pracodawcy mozna sformulowaé¢ w nastepujacy sposob: praw-
dopodobienstwo nieobecnosci pracownika jest uzaleznione od dnia tygodnia. My zwe-
ryfikujemy przeciwna hipoteze, a mianowicie o braku preferencji w opuszczaniu dni.
Ta hipoteza moze by¢ przedstawiona w postaci jednakowych szans opuszczenia kaz-
dego z dni tygodnia przez pracownika.

4. Hipoteza statystyczna. Przypuszczenie pracodawcy mozemy zapisa¢ w postaci hi-
potezy
Pon Wtk Sro Czw Ptk

Hy : X ma rozklad
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

5. Procedura statystyczna. Ze wzgledu na jakosciowy charakter obserwowanej cechy
zastosujemy test chi—-kwadrat zgodnosci.

6. Poziom istotnosci. Przyjmujemy o = 0.05.

7. Obliczenia. Wszystkie niezbedne obliczenia prowadzace do wyznaczenia wartosci
statystyki testowej zostaly przedstawione w ponizszej tabeli

t t t (nj—nt)?
n; Pi n; ni—n; —
7

pon 200 0.2 148 52 18.27027
wtk 160 0.2 148 12 97297
$ro 140 0.2 148 —8 .43243
czw 140 0.2 148 -8 .43243
ptk 100 0.2 148 —48 15.56757
Suma 740 1.0 740 0 35.67567

Wartosé statystyki testu chi-kwadrat zgodnosci wynosi 35.67567.

8. Wartosé krytyczna. Chcac obliczyé stopnie swobody zauwazmy, ze mamy k = 5
przedziatéw klasowych oraz, ze teoretyczny rozklad jest catkowicie okreslony w hipo-
tezie zerowej, czyli liczba u nieznanych parametréw rozktadu hipotetycznego wynosi
zero. Zatem liczba stopni swobody jest rowna k —u —1=5—0—1 = 4. Wartosé¢
krytyczna na poziomie istotnosci o = 0.05 wynosi x? (0.05;4) = 9.4877.

9. Wniosek. Poniewaz Xgmp > x?(0.05;4), wiec hipoteze o zgodnosci z okreslonym
rozktadem odrzucamy:.

10. Odpowied?. Przypuszczenie pracodawcy o nieréwnomiernym rozkladzie nieobec-
nosci w zakladzie pracy mozna uznac¢ za uzasadnione.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

8.1. W celu sprawdzenia, czy kostka szeScienna do gry jest rzetelna wykonano 120
rzutéw i otrzymano nastepujace wyniki:

Liczbaoczek | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

Liczba rzutéw | 11 | 30 [ 14 | 10 | 33 | 22

Czy badana kostke mozna uznaé za rzetelna.
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8.2. Scianki kostki do gry pomalowane sa na dwa kolory: czarny i bialy. Czy prawdziwe
jest stwierdzenie, ze bialym kolorem pomalowana jest dokladnie jedna Scianka, jezeli
na 30 rzutéw kolor bialy pojawil sie doktadnie 4 razy.

8.3. Badano stopien nieopanowania materialu ze statystyki przez studentéw pewnego
wydzialu zliczajac ilos¢ ocen niedostatecznych na zaliczeniu przedmiotu w kazdej
z siedmiu grup.

Grupa |1 | 2] 3 |45 ]6]7
Hosé¢dwoj | 7 [ 9 ] 146 [ 4] 27

Czy na podstawie powyzszych danych mozna sadzié, ze stopienn nieopanowania wiedzy
jest we wszystkich grupach jednakowy?

8.4. W klasycznych do$wiadczeniach dotyczacych selekeji grochu Mendel obserwowalt
licznosci wystepowania réznych rodzajéw nasion otrzymywanych przy krzyzowaniu
roslin z okraglymi i z6oltymi nasionami oraz ro$lin z pomarszczonymi i zielonymi
nasionami. Uzyskal on nastepujace wyniki obserwacji:

pomarszczone i zielone 32

okragle i zielone 108
pomarszczone i zotte 101
okragle i z6tte 315

Wedtug teoretycznych rozwazan prawdopodobienstwa otrzymania wymienionych ro-
dzajow grochu winny by¢ w stosunku 1 : 3 : 3 : 9. Na podstawie powyzszych danych
zweryfikowaé teorie.

8.5. Wyznaczono liczbe bledéw na stronie przy korekcie 500-stronnicowej ksigzki
i otrzymano:
Liczbabledsw | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Liczba stron | 67 | 139 [ 134 | 90 | 44 | 15 [ 6 |

| 7| 8
411

Zbadac, czy mozna uznaé, ze liczba bledéow na stronie ma rozktad Poissona*

8.6. Czy mozna twierdzi¢, ze posiadane przez nas monety sg symetryczne, jezeli na

100 rzutéw obiema monetami naraz 23 razy uzyskaliSmy dwa orly, 27 razy dwie reszki,

a w pozostalych przypadkach uzyskaliSmy orla i reszke.

8.7. Wykonano 200 serii po cztery rzuty moneta i uzyskano nastepujace liczby ortéw:

Liczba orléw ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
Liczba rzutéw | 20 | 80 | 70 | 30

Czy na podstawie uzyskanych wynikéw mozna monete traktowac jako symetryczna?

Rozklad Poissona okredlony jest wzorem P{X =k} = (A\*/k e * dla k =0,1,2....
Liczba A jest wartoscia Srednia w tym rozkladzie.
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8.8. Wtasciciel sklepu podejrzewa, ze czarne szale kupowane sg dwa razy czesciej niz
brazowe, a te z kolei dwa razy czesciej niz biale. Czy mozna uznaé przypuszczenie
sprzedawcy za uzasadnione, jezeli na 350 sprzedanych szali 220 byto czarnych, a 90
brazowych.

8.9. Przypuszcza sie, ze u ludzi zamieszkujacych srodkowa Europe wlosy naturalnie
ciemne wystepuja sze$¢ razy czesciej niz blond, a wlosy blond dwa razy czeéciej niz
rude. Czy mozna to przypuszczenie uznaé¢ za uzasadnione, jezeli wsréd 150 losowo
wybranych oséb stwierdzono 120 oséb z wlosami ciemnymi, a 15 z wlosami blond.

8.10. W ponizszej tablicy podano procentowa zawartosé skrobii w kazdym z 80 ziem-
niakéw wylosowanych z partii ziemniakéw:

Zawarto$é skrobii Liczba ziemniakéw

9-11 1
11 —-13 2
13—-15 7
15— 17 20
17 —-19 30
19 — 21 16
21 — 23 3
23— 25 1

Zbadaé¢ normalno$é¢ rozkladu zawartosci skrobi.
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9. Testy niezaleznosci

Obserwujemy pare cech (X,Y), czyli kazdemu obiektowi w zbiorowosci przypisujemy
dwie wielkosci. Interesuje nas wspolzalezno$é wystepowania wartosci badanych cech.
W tym celu weryfikowana jest hipoteza

Hy : cechy X oraz Y sa niezalezne.

Do jej weryfikacji skonstruowano wiele réznych testéw. Wsréd nich najbardziej uni-
wersalnym testem jest test chi-kwadrat niezaleznoéci. Tym testem mozna badaé nieza-
leznosé¢ cech dowolnych typéw (jakosciowe, skokowe czy ilosciowe). W pewnych szcze-
gélnych sytuacjach mozna stosowaé inne, lepsze postepowania statystyczne takie jak
np. test wspotczynnika korelacji rangowej Spearmana czy wspolczynnika korelacji
rangowej Kendalla. Jezeli obserwowane cechy maja rozklady normalne, to stosowany
jest test wspolczynnika korelacji Pearsona. Ze wzgledu na jego szerokie zastosowa-
nia praktyczne wspdlczynnikowi korelacji Pearsona poswiecony jest osobny rozdzial
Analiza korelacji. W biezacym rozdziale oméwiony zostanie tylko uniwersalny test
chi—kwadrat niezalezno$ci.

Test chi—-kwadrat niezalezno$ci. W celu zastosowania tego testu préba musi by¢
zapisana w postaci dwywumiarowego szeregu rozdzielczego (tablicy dwudzielczej):

Klasy Klasy cechy Y
cechy X 1 2 ... m
1 niyi1y N2 ... Nim
2 Ng1 MN22 ... MNoam
k NEK1  Nk2 Nkm

Statystyka testowa ma postaé

gdzie

o m k k m

t NNy o o N

nij = N , N = E Nij, M.y = E Nij, N = E E Tij -
j=1 i=1

i=1 j=1

Jezeli x2p >X7 (@; (k — 1)(m — 1)), to hipoteze Hy : Cechy X oraz Y sa niezalezne
odrzucamy. Liczby n;., i = 1,...,k oraz n.;, j = 1,...,m nosza nazwe¢ probkowych
liczebnosci brzegowych cech odpowiednio X oraz Y, zas$ wartosci n;. /N, i =1,... k
oraz n.;/N, j=1,...,m prébkowych rozkladéw brzegowych.

Przyktad. Przypuszcza sie, ze wyksztalcenie i zarobki nie sa cechami wzajemnie
niezaleznymi. W celu weryfikacji tego przypuszczenia zebrano informacje od 950 oséb
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na temat ich wyksztalcenia i zarobkéw. Uzyskane dane przedstawione sa w ponizszej
tabeli

podstawowe $rednie wyzsze ponad wyzsze
<500 21 41 93 47
500—1000 33 37 35 53
1000—1500 45 75 27 43
1500—2000 30 48 50 55
>2000 71 47 49 50

Czy sformulowane przypuszczenie mozna uznaé za uzasadnione?

Rozwigzanzie.
1. Badana zbiorowosé. Osoby pracujace.

2. Badana cecha. Obserwowana jest para cech (X,Y), w ktérej X reprezentuje za-
robki, zas Y wyksztalcenie. Cecha ciagla X zostala skategoryzowana, zas cecha'Y jest
cecha jakosciowa.

3. Cel. Chcemy sprawdzié, czy przypuszczenie o wzajemnej zaleznosci miedzy bada-
nymi cechami jest stuszne. Wygodniej bedzie sformulowaé teze przeciwna, czyli ze
obserwowane cechy sa niezalezne od siebie.

4. Hipoteza statystyczna. Bedziemy weryfikowac hipoteze
Hy : cechy X orazY sa niezalezne.
5. Procedura statystyczna. Ze wzgledu na jakosSciowy charakter obserwowanych cech
zastosujemy test chi—-kwadrat niezaleznosci.
6. Poziom istotnosci. Przyjmujemy o = 0.05.

7. Obliczenia. Wszystkie niezbedne obliczenia prowadzace do wyznaczenia wartosci
statystyki testowej zostaly przedstawione ponizej. Zbadano lacznie N = 950 oséb.

Liczebnosci brzegowe:
ny. = 21 + 41 + 93 4+ 47 = 202, ny. = 158, n3. =190, ny. = 183, ns. = 217,
ng =214+33+45+ 30+ 71 = 200, n.o = 248, n.3 = 254, n.4 = 248.

Liczebnosci teoretyczne nf;

podstawowe $rednie wyzsze ponad wyzsze
<500 42.5263 52.7326 54.0084 52.7326
500—1000 33.2632 41.2463 42.2442 41.2463
1000—1500 40.0000 49.6000 50.8000 49.6000
1500—2000 38.5263 47.7726 48.9284 47.7726
>2000 45.6842 56.6484 58.0189 56.6484

W nastepnym kroku wyznaczamy skladniki statystyki testowej uzyskujac nastepujaca

(nij—ni;)?

tabele wartosci —
ij

podstawowe $rednie wyzsze ponad wyzsze
<500 10.8964 2.6104 28.1501 0.6232
500—1000 0.0021 0.4372 1.2423 3.3494
1000—1500 0.6250 13.0073 11.1504 0.8782
1500—2000 1.8870 0.0011 0.0235 1.0934
>2000 14.0287 1.6433 1.4020 0.7803
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Wartosé statystyki testowej jest suma wartosci podanych w powyzszej tabeli:

Xomp = 93.8311.

8. Wartosé krytyczna. W tablicach znajdujemy warto$¢ krytyczna zmiennej losowej
o rozkladzie chi-kwadrat na poziomie istotnosci a = 0.05 oraz dla (4—1)(5—1) =12

stopni swobody: x? (0.05; 12) = 21.0261

9. Whniosek. Poniewaz Xgmp > 2 (0.05;12), wigc hipoteze o niezaleznosci badanych
odrzucamy.

10. OdpowiedZ. Istnieje zaleznos¢é migdzy wyksztalceniem i zarobkami.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

9.1. Wtlasciciel palarni kawy twierdzi, ze stopien palenia kawy nie ma wplywu na jej
smak, a dokladnie na gorzkosé. W celu udowodnienia tej tezy wybrano pewna mie-
szanke kawy i poddano ja procesowi palenia w réznym stopniu. Uzyskano nastepujace
wyniki:

smak kawy
normalna gorzka bardzo gorzka
stabo palona 5 9 4
mocno palona 2 12 8
bardzo mocno palona 1 7 14

W oparciu o powyzsze dane odpowiedzie¢ na pytanie, czy wlasciciel palarni ma racje?

9.2. Ponizsza tabela przedstawia liczbe pséw zdrowych i chorych na noséwke w za-
leznosci od tego, czy pies ma rodowdd, czy go nie ma. Zbadaé, czy istnieje zalezno$é
miedzy zdrowotnoscia psa a posiadaniem przez niego rodowodu.
‘ Psy z rodowodem Psy bez rodowodu
Psy zdrowe 300 200
Psy chore 40 20

9.3. Przypuszczano, ze sposbéb zapewniania sobie positkéw w pracy przez pracowni-
kéw, ktérym firma nie zapewnia regularnego wyzywienia, zalezy od plci. W tym celu
wylosowano pewna grupe pracownikéw i uzyskano nastepujace wyniki:

Pteé ‘ $niadanie z domu ‘ obiad na miescie ‘ zamoéwienie do pracy
Mezczyzni 68 36 23
Kobiety 36 50 18

W oparciu o powyzsze dane odpowiedzieé¢ na pytanie, czy przypuszczenie mozna uznac
za uzasadnione.

9.4. Pracownicy fabryk pewnego zjednoczenia charakteryzuja sie r6zna absencja. Wy-
sunieto przypuszczenie, ze absencja zalezy do plci. Zweryfikowaé to przypuszczenie
na podstawie ponizszych danych.

Liczba dni Plec
nieobecnosci Kobiety ‘ Mezczyzni
0-5 300 500
5-20 80 70

20 1 wiecej 20 30
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9.5. W badaniach budzetéw rodzinnych wylosowano 2000 gospodarstw domowych
i zanotowano Sredni miesieczny dochéd na glowe oraz fakt posiadania magnetowidu.
Czy mozna na tej podstawie powiedzieé, ze fakt posiadania magnetowidu jest wskaz-
nikiem zamoznoéci rodziny?

Dochéd Magnetowid
na glowe jest nie ma
ponizej 200 404 231
200— 400 486 300
400- 600 242 137
600— 800 57 44
800-1000 29 28
1000 i wiecej 24 18

9.6. Zbadad, czy istnieje zalezno$¢ miedzy stopniem zwiazania kielbasy a jej smako-
witoScia.

‘ stabo zwigzana ‘ zwigzana ‘ dobrze zwiazana

dostateczna 9 5 3
dobra 4 12 6
b. dobra 1 6 14

9.7. W pewnym doswiadczeniu chemicznym bada si¢ grubos¢ powloki niklowej uzy-
skiwanej dla trzech réznych rodzajow kapieli galwanicznych. Uzyskano nastepujace
wyniki. Czy na tej podstawie mozna powiedzieé, ze grubo$¢ powtloki zalezy od ro-
dzaju kapieli?

Grubosé Liczba pomiaréw w kapieli
powloki A B C

4- 8 32 51 68

8-12 123 108 80
12-16 10 26 26
16-20 41 34 28
2024 18 20 24

9.8. W ankiecie rozestanej wéréd pracownikéw pewnego konsorcjum pytano, czy chcie-
liby zmienié obecne miejsce pracy. Uzyskano nastepujace wyniki. Czy cheé¢ zmiany
pracy zalezy od aktualnych zarobkéw?

Zarobek Odpowiedz
aktualny Tak Nie
500- 700 46 62
700— 900 94 146
900-1100 249 501
1100-1300 126 326
1300-1500 43 135
1500-1700 26 70
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10. Regresja liniowa

Obserwujemy zmienng Y oraz zmienne Xj,..., X;. Zakladamy, ze miedzy Srednig
wartoscig zmiennej Y a wartosciami zmiennych X7, ..., X istnieje zaleznos¢ liniowa:

EY|Xi=21,..., Xy =x) = o+ Bz + ... + Brxp.

Zmienng Y nazywamy zmienng zalezng (objasniana), zmienne Xy, ..., X} zmien-
nymi niezaleznymi (objasniajacymi), a funkcje

flxy, ..., xk) = Po+ Brxy + ... + Brak

liniowa funkcja regresji.

Klasyczny model regresji liniowej zapisujemy przy pomocy réwnan:

Y = 0o+ iz + ...+ +Bkxki +Ei, 1=1,...,n,

gdzie {(Yi, 214, ..., ki) : 4 =1,...,n} jest n —elementowg préba oraz e;,i = 1,...,n,
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie normalnym N (0, o2).
Wspbétezynniki By, 81, . .., Br oraz wariancja o2 s nieznanymi parametrami modelu.
Estymatory 3;, i = 1,...,n, wspolczynnikow funkcji regresji wyznaczamy przy po-

mocy metody najmniejszych kwadratow. Otrzymane ta droga estymatory minimali-

zuja sume kwadratéw
n

Z(Yz‘ — f@1is . w0)?,

i=1

w ktorej f(:):l, cey T) = /3’0 + ﬁlxl +...4+ ﬂAkxk oznacza oszacowang funkcje regresji.
Za ocene wariancji o2 przyjmujemy

ﬁ > Vi fla, o zw)”.

=1

% =

Podstawowa hipoteza, ktora weryfikujemy w analizie regresji jest
H()Z,Bl:...:ﬁk.

Jezeli hipoteza ta jest prawdziwa, to w réwnaniu funkcji f nie wystepuja zmienne
niezalezne. W przeciwnym przypadku wystepuje co najmniej jedna taka zmienna.
Wtedy méwimy, ze regresja jest istotna.

Po odrzuceniu powyzszej hipotezy moga nas interesowaé niektére hipotezy czastkowe
oraz pewne obszary ufnosci. Wybrane aspekty zasygnalizowanej problematyki zostana
przedstawione na przykltadzie regresji jednokrotnej (prostej) oraz dwukrotnej.

Regresja prosta. W modelu regresji prostej $rednia wartos¢ zmiennej Y zalezy od
jednej zmiennej X:
E(Y|X =z) = fo + fra.
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Wspolezynniki funkeji regresji f (x) = Bo + Sz estymujemy na podstawie n—elemen-

towej proby {(Vi,x;): i=1,...,n}:
Estymacja punktowa ‘ Estymacja przedzialowa

B = % Bi € (Br — t(asn —2)Sp,, B1 + t(asn — 2)Sg,)
Bo=Y — iz Bo € (Bo — t(asn — 2)Sg,, Bo + t(asn — 2)Sg,)

gdzie

cov(Y, X) = Z(Yl = Y)(x; — ),

=1

N Xg) = varY — Blcov(X, Y).

Br = Garx’ B0 T Varx

n n—2

5 S? 9 S? (VarX

Wielkosé Sgl jest wariancjg estymatora B, S%O jest wariancjg estymatora fo, nato-

miast S? jest estymatorem wariancji 2. Liczba t(a;n — 2) jest wartocia krytyczna
rozkladu t o n — 2 stopniach swobody (tablica 4).

Istotno$¢ regresji sprawdzamy poprzez weryfikacje hipotezy
HQ : ﬁl =0.

Do jej weryfikacji stosujemy test F' o statystyce testowej

i
Femp = o5~

Sﬂl

Hipoteze odrzucamy, jezeli Femp > F (o 1,n — 2), gdzie F (a;1,n — 2) jest wartoscia
krytyczna rozkladu F' (tablica 6).

Obszar ufnosci dla prostej regresji umozliwia nam wnioskowanie o warto$ciach zmien-
nej Y jednoczesnie dla wielu wybranych wartoséci zmiennej X . Dokladniej méwiac jest
to obszar, dla ktérego zachodzi nastepujaca réwnosé:

P{E(Y|X = 2) € (f(z) — t(a;n — 2)Sy; f(z) + t(a;n — 2)Sy), Va} =1 — a,

gdzie S3 = 92 (% + (x_)?)2) :

varX

Obszar predykeji umozliwia nam wnioskowanie o warto$ciach zmiennej Y jednoczeénie
dla wielu wybranych wartosci zmiennej X. Dokladniej méwiac jest to obszar, dla
ktoérego zachodzi nastepujaca réwnosé:

P{Y (2) € ((z) — t{asn — 2)Sy ay; f(2) + Hain — 2)Sy(), Yo} =1 —a,
gdzie Y (z) oznacza warto$¢ zmiennej Y dla wybranej wartosci z zmiennej X

oraz Sf,(x) =52 (1 + 14 (“:_X)Z)).

varX
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Przyktad. W pewnym duzym przedsiebiorstwie postanowiono zbadaé, czy wydajno-
sci pracy (Y') jest uzalezniona od stazu pracy (X). W tym celu dla kazdej ustalonej
wielkosSci stazu pracy wylosowano po czterech pracownikéow. W sumie wylosowano 20
0s6b. Uzyskano nastepujace wyniki:

=102, Y =221, varX =2919.2, varY =15231.8, cov(X,Y) = 5491.6.

Rozwigzantie. Dla kazdego z pracownikéw notowane sa dwie wielkoSci: wydajnosc
pracy (cecha o charakterze losowym) oraz staz pracy (zmienna deterministyczna).
Przyjmujemy, ze zwiazek ten mozna opisac¢ za pomoca liniowej funkcji regresji

E(Y|X =z) = b+ frz.

Naszym zadaniem jest sprawdzenie, czy zaproponowana funkcja moze opisywacé wspo-
mniana zaleznosé, a jezeli tak to podac jej dokladna postac oraz wyprowadzi¢ stosowne
wnioski. Zakladamy, ze sa spelnione zalozenia modelu regresji liniowej.

Interesuje nas, czy przecietna wydajnosé pracy zalezy od wielkosci stazu. W tym celu
formutujemy hipoteze o braku tej zaleznosci:

Hoiﬁlzo.

Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0.05. Wykonujemy niezbedne obliczenia:

. 549.16
= =1.
17 9919.2 88,
15231.8 — 1.88 - 5491.6 272.644
5% = =272.644, 5% = = 0.093636
20 — 2 * BT 9919.2 ’
3.5344
Fomp = 0.093636 0-14.

Poniewaz |Femp| > F'(0.05; 1,20 — 2), wigc hipotezg odrzucamy i mozemy uznac ist-
nienie zaleznosci przec1@tnej Wyda Jjnosci pracy od wielkosci stazu pracy. Chcemy zna-
lezé postaé tej zaleznosci. W tym celu liczymy

Bo=22.1—1.88-10.2 = 2.924.
Interesujaca zaleznos¢ przyjmuje postac:
fz) = 2.924 + 1.88z.
Skoro mamy postac tej zaleznosci, mozemy by¢ zainteresowani przecigtng wydajnoscia
pracy pracowmkow o stazu pracy X = 11.2. W tym celu Wyznaczymy obszar ufnosci

dla prostej regresji. Przyjmujemy poziom ufnosci 1 — « = 0.95. Potrzebne rachunki
przedstawiaja sie nastepujaco:

. 1 (11.2-10.2)2
11.2) = 2.92441.88-11.2 = 23. = 272.644 et Y )~ 13,
F(11.2) = 2.924+1.88 3.98, SZ =2726 <20 5910 ) 3.73,

Sy - t(0.05,18) = v13.73 - 2.1009 = 7.78.
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Zatem mozemy wyciggnac¢ wniosek, ze przecietna wydajnosé pracownikéw o stazu
11.2 wynosi co najmniej 23.98 — 7.78 = 16.2, ale nie wigcej niz 23.98 + 7.78 = 31.76.
Poziom zaufania do wniosku wynosi 95%.

W przypadku gdybysmy byli zainteresowani tym jaka jest rozpietos¢ wydajnosci ta-
kich pracownikéw, nalezatoby wyznaczy¢ obszar predykcji.

Regresja dwukrotna. W modelu regresji dwukrotnej Srednia warto$¢ zmiennej Y
zalezy od dwéch zmiennych:

E(Y|X, =21, X2 = 22) = fo + Bix1 + Poxa.
Wsp6lezynniki funkeji regresji f(x) = 8o+ G121+ Baxe estymujemy metoda najmniej-
szych kwadratéw na podstawie n — elementowej préby {(Yi, 214, 22;) 1 i =1,...,n}.

Estymatory punktowe wspotczynnikéow funkcji regresji wyznaczamy z ukladu
Var(Xl)Bl + C()V()(l7 XQ)BQ = C()V()(l7 Yv)7

cov(Xl,Xg)Bl + V&I‘(XQ)BQ cov(Xa,Y),
Y — 51 X1 — foXo = fo.

Przedzialy ufnosci dla wspotezynnikéow funkeji regresji maja nastepujaca postac:

Bo € (BO —tlayn — 3)550,B0 +t(a;n —3)Sg,),
b1 € (Bl —tlayn — 3)5,31,31 +t(o;n —3)88,),

52 € (52 - t(a;n - 3)Sﬁ27ﬁ2 + t(a; n— S)Sﬁ2)'

gdzie R R
o2 _ varY — prcov(X1,Y) — Brecov(X1,Y) R _ cov(X1, X2)?
n—3 ’ varX varXs '’
1 1 X? X2 R?
Sgo =—+ 2 . + - )
n  1—R%2\varX; varXy cov(Xy,Xs)
S? S?

2 _ 2 _
5 = (1 — R?)varX;’ 55, (1 - R?)varX,

oraz t(a;n — 3) jest warto$cia krytyczna rozktadu ¢ o n — 3 stopniach swobody. Wiel-
kos¢ Sgo jest wariancja estymatora (y, SL231 jest wariancjg estymatora i, S%Q jest
wariancjg estymatora 2, S? jest estymatorem punktowym wariancji 2.

Istotnosé regresji sprawdzamy poprzez weryfikacje hipotezy
Ho: 1 =p2=0.
Do jej weryfikacji stosujemy test F' o statystyce testowej

Sk
?7

Femp =
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gdzie 82 = (Brcov(X1,Y) + Bacov(Xa,Y))/2. Jezeli Fopp > F (a;2,n — 3), to hipo-
teze odrzucamy.

W przypadku odrzucenia powyzszej hipotezy testowane sa hipotezy czastkowe:
Ho:ﬁlzo, HO:BQZO.

Do weryfikacji powyzszych hipotez stosujemy test ¢t o statystyce testowej temp =
B:/Ss,. Hipoteze odrzucamy, jezeli |temp| >t(a;n — 3).

Przyklad. Celem badania jest ilosciowy opis zaleznosci kosztu Y wyprodukowania
jednego detalu na pewnych automatach od ,wieku” automatu X, oraz wielkosci dzien-
nej produkcji Xy tego automatu. W tym celu ustalono kilka pozioméw wieku automatu
oraz wielkosci produkcji. Stosownie do tych ustalen wybrano automaty oraz przepro-
wadzono odpowiedni eksperyment. Rozmiar zebranej proby wynidst 50 obserwacji.
Na podstawie uzyskanych wynikéw otrzymano:

1 =6 To = 300 y = 1531
varz; = 30 varze = 30 vary = 400
cov(zy,xe) =20 cov(zy,y) =40 cov(za,y) = 350

Rozwigzanie. W zadaniu pojawia si¢ jedna cecha o charakterze losowym (koszt)
i dwie zmienne deterministyczne (wiek oraz dzienna produkcja). Przyjmujemy, ze
zalezno$¢ ta opisana jest funkcja regresji f(x1,x2) = Bo + frx1 + Baxe. Zakladamy,
ze sa spelnione wszystkie zalozenia modelu regresji liniowej. W pierwszym kroku
chcemy sprawdzi¢, czy zaleznos¢ ta jest istotna. W dalszych etapach wyznaczamy
explicite postaé¢ funkcji oraz wyprowadzamy stosowne wnioski. Oczywiscie te dalsze
etapy wykonujemy wtedy, gdy stwierdzimy istotnos¢ zaleznosci kosztu produkcji od
wieku automatu i wielkosSci jego dziennej produkcji.

W celu zbadania istnienia zaleznosci sredniej wartosci cechy Y od zmiennych X, oraz
X, formutujemy hipoteze
Hoy:p1=p2=0.

Przyjmujemy poziom istotnosci a = 0.05. Potrzebne rachunki przedstawiaja sig¢ na-
stepujaco. Tworzymy uklad réownan:

3031 + 2003, = 40,
2083, + 6608, = 350

i rozwiazujemy go ze wzgledu na Bl, Bg:

Wyznaczamy pozostale wartosci:

400 —1-40 —0.5-350
50 -3

> 1:4040.5-350

S% 5 =107.5, S%?=

= 8.51,

2

S
Fomp = S—’,} = 12.63.

Copyright @ Marta Zalewska & Wojciech Zielinski & Stanistaw Jaworski & Konrad Furmanczyk



Wersja 26/8/2014 Regresja liniowa 61

Poniewaz Fepp > F'(0.05;2,50 — 3), uznajemy istotnosé badanej zaleznosci. Nie wie-
my jednak, czy przecietny koszt produkcji detalu zalezy od obu pozostalych cech, czy
tylko od jednej. W tym celu sprawdzamy hipotezy czastkowe:

Hy:p1 =0, Hoy: B2 =0.
Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0.05 i wykonujemy niezbedne rachunki:

s 207
~ 30660

8.51 @ _ 8.51
(1-0.02)30" "2 (1-0.02)660

2
=002, S2 =

MCy - P 1.76, t& = P _ 4.13.

emp S[ﬁ . emp Sﬁz

Poniewaz \té}r)lp\ < t(0.05;47) oraz |téf31p| > t(0.05;47), stwierdzamy ze przecietny
koszt produkcji detalu zalezy jedynie od wielkosci dziennej produkcji. W praktyce,
w tego typu sytuacji, jezeli chcemy znalezé postac tej zaleznosci, przyjmuje sie 31 = 0,
a nastepnie, w zaleznosci od potrzeb, stosuje metody analizy regresji jednokrotne;j.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

10.1. Zbadano w dziesieciu wylosowanych zakladach przemystowych wielkosé zapla-
nowanego i wykonanego funduszu na akcje socjalna.

planowany | 3.60 4.65 520 1.86 3.06 1.36 246 3.93 5.80 6.35
wykonany | 3.56 459 5.13 1.84 3.02 1.35 243 389 572 6.26

Opisaé ilosciowo te zalezno$é¢ przy pomocy liniowej funkcji regresji i zbadac jej istot-
noéé¢. Oszacowaé wykonanie funduszu przy funduszu zaplanowanym na poziomie 5.

10.2. Zbiorowos¢ pracownikow pewnego duzego przedsiebiorstwa postanowiono prze-
badaé ze wzgledu na zaleznosé wydajnosci pracy (YY) od stazu pracy (X). W tym celu
wylosowano 20 pracownikéw i uzyskano nastepujace wyniki:

D @i =204, ) yi =442, > a7 =5000, Yy = 25000, > ay; = 10000.

Opisac¢ ilosciowo te zaleznosé przy pomocy liniowej funkcji regresji i zbadaé jej istot-
no$¢. Oszacowac przecietna wydajno$é pracownikoéw o stazu pracy x = 10.2. Zinter-
pretowaé uzyskany wynik.

10.3. Ponizsze dane z dziesigciu poletek dotycza efektywnosci nawozenia tak azotem
(w kg siana na 1 kg azotu) w zaleznosci od poziomu nawozenia azotem:

T =40, §=16, Y a7 =20200, > y7 =2564.625, » z;y; = 6295.

Wyznaczy¢ liniowa funkcje zaleznosci przecigtnej efektywnosci nawozenia tak azotem
od poziomu nawozenia. Czy zalezno$¢ jest istotna? Jaki jest oczekiwany plon przy
nawozeniu 45.
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10.4. Badano zalezno$é miedzy kosztami materialowymi (X) a kosztami robocizny
bezposredniej (Y') przy produkcji pewnego artykulu. Na podstawie 20 losowych ob-
serwacji i otrzymano wyniki

Z =13, varz =50, g = 15, vary = 12, cov(z,y) = 25.

Wyznaczy¢ liniowa funkcje zaleznoéci przecietnych kosztéw robocizny bezposredniej
od kosztéw materialowych. Czy zalezno$é jest istotna? Jaki jest oczekiwany koszt
robocizny przy kosztach materialowych 9.

10.5. W badaniu kosztéw jednostkowych Y w zaleznosci od wielkosci X produkcji
zanotowano

T ‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Yi ‘ 0.20 0.16 040 0.63 1.22 219 3.29 530 894 14.98

Skonstruowaé na tej podstawie wykladnicza funkcje regresji f(z) = a - €. Przepro-
wadzi¢ pelng analize regresji. Wskazéwka: skorzystaé z faktu, ze jezeli y = a - €*®, to
Iny =1Ina+ bx.

10.6. Wyniki ogélnopolskiego konkursu maszynopisania dostarczyty informacji o $red-
niej liczbie bledéow na stronie popelnionych przez maszynistki zaleznie od czasu pi-
sania tego samego tekstu i ich wieku. Podane zestawienie uwzglednia odpowiednie
informacje dla stu wylosowanych maszynistek:

wiek 26 30 22 28 32 25 27 28 24 21 24 33 25 20 37
czas 83 73 94 78 68 87 80 78 89 95 89 6.7 87 100 5.6
bledy 6.48 3.56 4.94 3.69 5.67 9.18 5.29 2.74 4.72 849 587 5.66 5.86 6.00 5.53

Zbadac istnienie zaleznosci miedzy liczba popelnianych btedéw a czasem pisania i wie-
kiem maszynistki. Opisaé te zaleznos$¢ za pomoca liniowej funkcji regresji.

10.7. Przypuszcza sie, ze miesieczne wydatki Y na zakup artykuléw niezywnoscio-
wych uzaleznione sa od wielkosci dochodéw X7 oraz wysokosci Xo wydatkdéw na zakup
artykuléw zywnosciowych. Przeprowadzono odpowiednie badania 50 gospodarstw do-
mowych i otrzymano wyniki:

Z1=5 Ta=2.5 g=1.5

S a2, = 203.00 S a2, =50.75 S y? =18.59

S xyiwe; = 10150 D a1y, = 61.30 > 9y, = 30.65

Przeprowadzi¢ na tej podstawie analize regresji wydatkéw na artykuly niezywnosciowe
od pozostalych zmiennych.

10.8. Do produkcji pewnego artykutu stosowane sa dwa komponenty X; oraz Xs.
Mierzona za pomoca pewnej cechy ilosciowej Y jako$¢ wyrobu uzalezniona jest od
iloéci uzytych komponentéw. W wyniku zbadania czterdziestu probek wyrobu produ-
kowanego z réznymi iloSciami obu sktadnikéw otrzymano:

1 = 27.00 Z9 = 8.00 Yy =>5.54
a2, = 5222.00 S a3, = 457.00 3 y? = 237.09
Zl‘uxgi = 1511.00 quyi = 1041.05 ZIZiy'L = 315.73

Przeprowadzi¢ analize regresji jako$ci wyrobu od ilosci uzytych sktadnikow.
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10.9. W produkcji pewnego artykutu analizowano zysk Y ze sprzedazy w zaleznosci
od wielkosci produkcji.

10 12 13 16 17 19 21 22 23 26 29 36
280.69 308.27 321.92 349.63 358.22 357.10 356.95 356.99 348.90 321.60 278.10 113.60

Zq

Yi

Przyjmujac, ze funkcja regresji opisujaca zysk przedsiebiorstwa w zaleznoéci od wiel-
koéci produkcji ma postaé y = By + S1x + Pox? przeprowadzié analize regresji. Czy
istnieje produkcja maksymalizujaca zysk?

10.10. Analizowano, jak wynik Studenta z egzaminu (Y') zalezy od liczby kartké-
wek przeprowadzonych na ¢éwiczeniach (X7) oraz od procentu opuszczonych przez
Studenta ¢wiczen (Xs). Na podstawie 60 — elementowej préoby otrzymano:

y =254 Z1=5 To =11
vary = 46602.57 varr; = 114.18 varry = 57773.33
cov(y,x1) = 152743 cov(y,xe) = —12282.84 cov(zy,x2) = —55.33

Przeprowadzi¢ analize regresji wyniku egzaminu od pozostalych zmiennych.
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11. Analiza korelacji

Korelacja jednokrotna. Zakladamy, Zze obserwowane zmienne X; oraz X, maja
taczny rozktad normalny o macierzy korelacji

(19

Konsekwencja tego zalozenia jest to, ze jesli istnieje zaleznoéé¢ miedzy obserwowanymi
zmiennymi, to ma ona charakter liniowy. Miara tej zaleznosci jest wspodtczynnik
korelacji o. Wartos¢ tego wspolczynnika nalezy do przedzialu (—1,1). Im |g| blizsze
jest wartosci jeden, tym wyrazniejsza jest zalezno$¢ liniowa miedzy zmiennymi.

Celem analizy korelacji jednokrotnej jest weryfikacja hipotezy
H() 0= 0.

Do jej weryfikacji stosuje si¢ test wspdlczynnika korelacji Pearsona o statystyce
testowej
COV(Xl s XQ)

VvarXq -varXs

Hipoteze odrzucamy, jezeli |R| > r(a;n), gdzie r(«; n) jest wartoScia krytyczna wspol-
czynnika korelacji (tablica 8).

Przyklad. Zadanie polega na zbadaniu istnienia zaleznosci miedzy miesiecznymi wy-
datkami na produkty tytoniowe (X1) oraz na produkty alkoholowe (X2 ). Na podstawie
badania pieédziesieciu rodzin otrzymano nastepujace wyniki:

cov(X1, Xo) = 380, varX; = 500, varXy = 650.

Rozwigzanie. Obserwujemy pare cech: (miesieczne wydatki na wyroby tytoniowe,
miesigczne wydatki na produkty alkoholowe). Zaklada¢ bedziemy, ze laczny rozklad
tych cech jest normalny. W celu zbadania istnienia zaleznosci miedzy tymi zmiennymi
postuzymy sie wspdlczynnikiem korelacji Pearsona. Formutujemy hipoteze o braku
zaleznosci, ktéra dla cech o lacznym rozkladzie normalnym przyjmuje postac

H()ZQZO.

Hipoteze te zweryfikujemy testem opartym na probkowym wspdélczynniku korelacji.
Proste obliczenia pokazuja, ze wartos¢ tego wspolczynnika w prébie wynosi

R= B0 L 0.67.

V500-650

Na poziomie istotnosci o = 0.05 odrzucamy hipoteze, poniewaz |R| > r(0.05;50). Za-
tem przy zalozeniu normalnosci lacznego rozkladu zmiennych, wykazalismy, Ze istnieje
miedzy nimi zaleznosé o charakterze liniowym. Mozemy wiec stwierdzi¢, ze przecietne
miesieczne wydatki na produkty tytoniowe zaleza liniowo od miesiecznych wydatkow
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na produkty alkoholowe. W dalszym ciggu postugujac sie technikami analizy regresji
mozna wyznaczy¢ liniowa funkcje zaleznosci migdzy obserwowanymi zmiennymi.

Korelacja wielokrotna. Zaktadamy, ze obserwowane zmienne X7, X2, X3 maja tacz-
ny rozklad normalny. Woéwczas para (X1, A\; Xo+ A2 X3), gdzie \; oraz Ay sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi, réwniez ma laczny rozklad normalny. Niech o(X7, A1 Xo +
A2X3) oznacza wspolezynnik korelacji miedzy X; a A\ Xo + Ay X3. Wspdlczynnik
korelacji wielokrotnej g, 3 miedzy X; a para (Xo, X3) definiujemy jako:

01)2,3 = max o(X1, M1 X2 + A2 X3).
A1,A2
Warto$é wspdlezynnika korelacji wielokrotnej nalezy do przedziatu (0, 1).
Celem analizy korelacji wielokrotnej (dla trzech zmiennych) jest weryfikacja hipotezy
Hy : 01)2,3 = 0.

Do jej weryfikacji stosuje sie test wspdlczynnika korelacji wielokrotnej o statystyce
testowej

|C|
|Cual’

Ryp3=14/1—

gdzie |C| oznacza wyznacznik macierzy korelacji

1 Rys Ry
C=| R 1 Ry
Ry R3x 1

oraz |C11| oznacza wyznacznik macierzy

(1 Rgs
CH_(R32 1 )

Macierz C11 jest dopelnieniem algebraicznym elementu macierzy C stojacego w pierw-
szym wierszu jej pierwszej kolumny. Element R;j, 4,7 = 1,2, 3, oznacza wspétczynnik
korelacji Pearsona miedzy zmienng X; oraz zmienng X;.

Hipoteze¢ powyzsza odrzucamy, jezeli Rijo3 > r(a;3,n), gdzie 7(a;3,n) jest warto-
Scia krytyczna wspolezynnika korelacji wielokrotnej (tablica 9). Po odrzuceniu hipo-
tezy stwierdzamy, ze istnieje zaleznos¢ liniowa miedzy $rednia wartoscia zmiennej X
a wartosciami zmiennych X, oraz Xs.

W analizie korelacji wielokrotnej mozemy analizowa¢ takze wspolczynniki gg)1 3 oraz
031,2- Definiuje si¢ je w podobny sposéb jak wspétczynnik gy 3.

Wspéblczynnik korelacji czastkowej. Zakladamy, ze zmienne X, X2, X3 maja
taczny rozklad normalny o macierzy korelacji

1 Q12 013
C=|o0a1 1 o3
031 o032 1
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Element o;5, ¢,7 = 1,2, 3, macierzy korelacji oznacza wspolczynnik korelacji miedzy
zmienng X; oraz zmienng X;.

Wspélezynnik korelacji czastkowe]j 9123 wyrazamy wzorem

0123 = 012 — 013023
123 = .
\/(1 - 9%3)(1 - 933)

Jest on miernikiem indywidualnego wplywu zmiennej X5 na zmienna X3 (z pomi-
nieciem wplywu zmiennej X3). Istotno$¢ tego wplywu badamy poprzez weryfikacje
hipotezy

Hy : 01213 = 0.

Statystyka testowa jest wspolczynnik
Ry3 — Ry3Ro3
V(1 - R;)(1 - R3)

Hipoteze odrzucamy, jezeli |Ryg3| > r(a, 3,n — 1), gdzie r(a,3,n — 1) jest wartoscia
krytyczna wspolczynnika korelacji wielokrotnej.

Ryg3 =

Pojecie korelacji wielokrotnej oraz wspoélczynnika korelacji czastkowej jest uogélnione
na dowolng liczbe zmiennych.

Przyktad. Badano trzy charakterystyki mieszkani: cene rynkowa (X ), powierzchnie
calkowita (X3) oraz liczbe pokoi (X3). Celem bylo ustalenie, czy istnieje zaleznosé
miedzy cena a pozostalymi wielkosciami. Z ofert sprzedazy wybrano losowo n = 100
ofert. Dla kazdej z nich zanotowano wartosci interesujacych nas cech i otrzymano
nastepujace wspolczynniki korelacji Pearsona:

Ris = 0.9214, Ry = 0.8346, Ras = 0.9216.

Czy na podstawie powyzszych danych mozna moéwic o zaleznosci ceny od powierzchni
oraz liczby pokoi?

Rozwigzanie. Dla kazdego wylosowanego mieszkania obserwowany jest wektor cech
(X1, X2, X3). W celu uzyskania odpowiedzi na postawione pytanie zastosujemy wspol-
czynnik korelacji wielokrotnej, a chcac przeprowadzi¢ bardziej szczegbélowe badanie
(oczywiscie po stwierdzeniu niezerowosci tego wspélczynnika) postuzymy sie wspéi-
czynikami korelacji czastkowych.

Wyznaczone wspélczynniki korelacji mozna zapisa¢ w formie macierzy korelacji:

1 0.9214 0.8346
C = 0.9214 1 0.9216
0.8346 0.9216 1

Wspdlczynnik korelacji wielokrotnej zmiennej X1 wzgledem Xo, X3 przyjmuje wartosé

Ryjp3 = 0.9222.
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Poniewaz jest to wartos¢ stosunkowo bliska 1, wiec wnioskujemy, ze cena mieszka-
nia prawdopodobnie zalezy przynajmniej od jednej z dwdéch obserwowanych cech:
powierzchni catkowitej oraz liczby pokoi.

Jezeli zalozymy, ze zmienne X1, X5, X3 maja laczny rozklad normalny, to istnienie
zaleznosdci pomiedzy zmienng Xy a zmiennymi (Xs, X3) mozemy badaé bardziej for-
malnie. Sformutujemy hipoteze o braku takiej zaleznosci:

Ho: 01123 =0.
Przyjmujac poziom istotnosci a = 0.05 odrzucamy hipoteze, poniewaz
R1|2’3 > T(005, 3, 100)

Zatem interesujaca nas zaleznosé istnieje. Wartosci w macierzy korelacji C sugeruja, ze
cena mieszkania X1 skorelowana jest zaréwno z jego powierzchnia Xo jak i liczba pokoi
X3, chociaz wydaje sie, ze wplyw powierzchni ma nieco wieksze znaczenie w ksztatto-
waniu ceny mieszkan. Zwréémy uwage na dosc¢ silng zaleznosé pomiedzy powierzchnia
a liczba pokoi. Moze to sugerowad, iz jedna z tych cech wplywa na cene mieszkania
poprzez druga, tzn. jedna z nich nie ma istotnego udziatu w cenie mieszkania. Moze
by¢ na przyklad w ten sposob, iz liczba pokoi nie oddziatuje na cene, czyli mieszkania
o podobnej powierzchni moga mieé taka sama cene bez wzgledu na liczbe pokoi. Chcac
dokladniej zbadac ten problem wyznaczamy wspoélczynniki korelacji czastkowych ceny
mieszkania X1 z kazda z pozostatych zmiennych:

Rygjs = 0.7122, Rygp = —0.0972.

Po wyeliminowaniu wplywu liczby pokoi, wspdélczynnik korelacji miedzy cena a po-
wierzchnig mieszkania wynosi 0.7122. Wartosé ta sugeruje dos¢ silng zaleznosé mie-
dzy cena a powierzchnia. Wspdlczynnik korelacji czastkowej miedzy ceng a liczba
pokoi jest niemalze zerowy. Pozwala to wyprowadzi¢ wniosek, iz podstawowa cha-
rakterystyka mieszkania (sposréd dwéch rozwazanych) wplywajaca na jego cene jest
powierzchnia. Liczba pokoi nie ma specjalnego udziatu w ksztattowaniu ceny.

Wyprowadzony wniosek nalezy sprawdzi¢ formalnie. Formulujemy dwie hipotezy:

Hy: 0123=0, Hy: 0132 =0.

Przyjmujac poziom istotnosci o = 0.05 odrzucamy pierwsza hipoteze oraz nie odrzu-
camy drugiej, poniewaz

|R12|3| > 7’(005,99) oraz |R13‘2| < 7"(005, 99)

Zatem z formalnego punktu widzenia wyprowadzony wniosek mozemy zaakceptowaé
przy zalozeniu, ze zmienne X1, Xo, X3 maja laczny rozklad normalny.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
11.1. W dziesieciu gospodarstwach wiejskich badano przecietne dzienne spozycie

ziemniakéw w kg (X) i wielko$é spozycia artykuléw zbozowych w kg (Y) przypa-
dajaca na jednego czlonka rodziny.

T ‘ 0.70 0.60 0.80 0.85 0.55 0.65 0.90 1.00 0.75 0.50
Vi ‘ 0.50 0.70 0.50 0.40 0.75 0.60 0.30 0.20 0.55 0.70

Zbadaé, czy istnieje zaleznosé miedzy cechami X oraz Y. Jezeli zaleznosé istnieje, to
opisac ja za pomocy liniowej funkcji regres;ji.
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11.2. Sposrod studentéw pewnego wydzialu wylosowano niezaleznie dziesieciu stu-
dentow IV roku i otrzymano dla nich nastgpujace érednie oceny uzyskane na I roku
oraz na IV roku.

I rok ‘ 35 40 38 46 39 3.0 35 39 45 41
IV rok ‘ 42 39 38 45 42 34 38 39 46 4.0

Zbadac, czy istnieje zaleznosé miedzy wynikami studiow na I i na IV roku. Jezeli taka
zalezno$¢ istnieje, to opisa¢ ja za pomoca liniowej funkcji regres;ji.

11.3. Badano istnienie zaleznosci migdzy zawartoscia thuszezu (X) i biatka (Y') w mle-
ku kréw. Dokonano dziesigciu pomiaréw i otrzymano wyniki:

D x; =386, Y a7 =150.16, Yy =362, Yy =131.74, > my; = 140.34

Zbadac istnienie zaleznosci, a jezeli taka zalezno$¢ jest, to opisac ilosciowo te zalezno$c.

11.4. Na podstawie ponizszych danych uzyskanych z dwudziestu pomiaréw zbadac,
czy istnieje zaleznosé miedzy gruboscia widkna Inu (X) i gruboscia todygi (V).

> w; =835, a7 =1269.25, Y y; =874, Yy} = 185454, Y z;y; = 145.780

Jezeli tak, to opisaé iloSciowo te zaleznosc.

11.5. W pewnej miejscowosci dokonano pigtnastu pomiaréw temperatury (V) dla
réznych glebokosci pod powierzchnia ziemi (X ). Otrzymano nastepujace wyniki:

D @ =4200, > a7 = 3640000, >y =144, > 7 = 3988, Y w;y; = 120000

Zbadacd istotnosé tej zaleznosci. Wyznaczy¢ hmovv@ funkq]@ regresji opisujaca zaleznosé
temperatury od glebokosci pod powierzchnia ziemi.

11.6. Zanotowano $rednie oceny dziesieciu Studentow pewnego kierunku studiéw jakie
uzyskali na maturze (X;), egzaminie wstepnym (X5) oraz czwartym roku studiéw
(X3). Otrzymano nastepujace wyniki:

T1 = 3.5 To = 3.6 T3 = 3.8
Sa?,=211.07 Y a3, =22019 > a3, =245.76
Zl‘lil‘gi = 215.20 leixgi = 227.38 ngi.%‘gi = 232.56

Przeprowadzi¢ analize korelacji badanych zmiennych.

11.7. Wylosowano sto Sredniej klasy mieszkan. Kazde mieszkanie scharakteryzowano
ze wzgledu na cene jednego metra kwadratowego (X1), odleglosé od paséw szybkiego
ruchu (X2) oraz odleglo$é od najblizszego centrum handlowego (X3). Otrzymano
nastepujace wyniki:

Z1 = 826.06 ZTo = 3.06 T3 =9.94

varxy; = 815803.20 varxs = 208.80 varrs = 854.82

cov(zy,2) = —8093.18 cov(zy,x3) = —14189.81 cov(xg,z3) = —7.82

Przeprowadzi¢ analize korelacji badanych zmiennych.
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11.8. O czterdziestu czterech krajach, okreslanych jako rozwijajace sie, zebrano dane
dotyczace sredniego poziomu zmian wielkosci produktu krajowego brutto w skali roku
(X1), sredniego rocznego udzialu inwestycji zagranicznych w produkcie krajowym
brutto (X2) oraz $redniego rocznego udziatu inwestycji krajowych w produkeie kra-
jowym brutto (X3). Na podstawie zebranych danych otrzymano:

z1 = 4.047 ZTo = 0.306 T3 = 21.181
var(zy) = 251.782 var(zg) = 4.576 var(zs) = 2130.87
cov(zy, o) = 12.220 cov(xy,z3) = —123.195 cov(za,x3) = 25.726

Przeprowadzi¢ analize korelacji badanych zmiennych.

11.9. Badano sprawno$é systemu dostaw piwa. Obserwowano czas (X1 ), wielkosé (X32)
oraz moment (X3) rozpoczecia dostawy. Zebrano 50—elementowa prébe. Otrzymano
wyniki:

z; = 116.50 ZTo = 208.16 Z3 = 9.50
var(z1) = 88540.55 var(zg) = 222240.48  var(zs) = 608.50
cov(zy, x2) = 109580.66 cov(xy,xs) = 2244.00 cov(ze,x3) = 3070.00

Przeprowadzié¢ analize korelacji badanych zmiennych.

11.10. Wylosowano 60 prywatnych szkét srednich. O kazdej szkole zebrano informacje
z pieciu lat. Kazda szkole scharakteryzowano pod wzgledem udziatu uczniow, ktérzy
dostali sie na panstwowe studia wyzsze (X1 ), $redniego udziatu pieniedzy, ktére szkola
przeznaczyla bezposrednio na edukacje (Xs) oraz procentu uczniéw ostatnich klas,
ktorych srednia z przedmiotéw Scistych przewyzszata o 30% srednia krajowa (X3).
Na podstawie zebranych informacji otrzymano:

1 =45.01 Ty = 48.63 T3 = 20.01

var(zq) = 12060.98  var(zs) = 8161.56 var(zs) = 4749.86
cov(zy,xe) = 593.82  cov(xy,x3) = 7156.35 cov(ws, x3) = —10.98

Przeprowadzié¢ analize korelacji badanych zmiennych.
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12. Tloraz szans, ryzyko wzgledne, czulosé, swoistosé

Szansa. Szansg zdarzenia A o prawdopodobiefistwie zajscia P(A) nazywamy wielko$é

_ P4
S = pia

Pojecie szansy (stawki) wywodzi sie z zakladéw bukmacherskich jest innym wyraze-
niem prawdopodobienstwa. Jest to stosunek prawdopodobienstwa zajécia zdarzenia
do prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia przeciwnego

Przyktad. Wyznaczy¢ szanse wylosowania pika z talii 52 kart.

Rozwigzanie. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu pika z talii kart.

Poniewaz pikéw w talii jest 13, wiec P(A) = é—g = %. A zatem szansa na wylosowanie
pika wynosi:
1/4 1

S(A) = ——— = —.
(4) 1-1/4 3
Oznacza to, ze mamy trzykrotnie mniejsze szanse na wyciagniecie pika niz karty

innego koloru. Mozna to takze zinterpretowaé¢ w ten sposob, ze srednio oczekujemy
jednego pika na kazde wyciagniete cztery karty. o

Tloraz szans. llorazem szans (ang. odds ratio) zdarzenia A wzgledem zdarzenia B
nazywamy wielko$é
5(4)

S(B)’

gdzie S(A) oraz S(B) oznaczaja odpowiednio szanse zdarzen A i B, odpowiednio.

OR =

Przyklad. Wyznaczy¢ iloraz szans wylosowania pika z talii 52 kart wzgledem uzy-
skania parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie szesScienng kostka.

Rozwigzanie. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu pika z talii kart.
Szansa wylosowania pika wynosi S(A) = % Niech B oznacza zdarzenie polegajace na

uzyskaniu parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie szeScienna kostka Poniewaz

P(B) = 1, wigc:
1/2
B)=—"——-=1
S(B) 1-1/2
A zatem szukany iloraz szans wynosi
1/3 1
OR=—=-.
r 1 3

Oznacza to, ze mamy trzykrotnie mniejsze szanse na wyciggniecie pika niz uzyskanie
parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie kostka. o
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Ryzyko wzgledne. Ryzykiem wzglednym (ang. relative risk) zdarzenia A wzgledem
zdarzenia B nazywamy wielkosé

gdzie P(A) oraz P(B) oznaczaja odpowiednio prawdopodobienstwa zajsé zdarzen A
i B, odpowiednio.

Przyklad. Wyznaczyé¢ ryzyko wzgledne wylosowania pika z talii 52 kart wzgledem
uzyskania parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie szescienng kostka.

Rozwigzanie. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu pika z talii
kart. Prawdopodobietistwo wylosowania pika wynosi P(A) = %. Niech B oznacza
zdarzenie polegajace na uzyskaniu parzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie sze-
$cienna kostka Prawdopodobietistwo tego zdarzenia wynosi P(B) = 1. A zatem ry-
zyko wzgledne jest réwne:

1/4 1

rRR— 4 _L

1/2 2
Oznacza to, ze dwukrotnie latwiej jest uzyska¢ parzysta liczbe oczek niz wylosowacé
pika. o

Estymacja punktowa. W praktyce badan medycznych bardzo czesto dysponujemy
danymi dotyczacymi zachorowan (na okreslona chorobe) w pewnych grupach pacjen-
téw. Dane zazwyczaj zapisane sg w nastepujacej postaci:

‘ chory zdrowy
Grupa 1 a b
Grupa II c d

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu osoby chorej z grupy I, nato-
miast B - zdarzenie polegajace na wylosowaniu osoby chorej z grupy II.

Oszacowaniami prawdopodobienstw zachorowan w kazdej z grup sa:

— a — C

za$ oszacowaniami szans zachorowania w poszczegélnych grupach sa:

Oszacowaniem ilorazu szans zachorowan w grupie I wzgledem zachorowan w grupie
IT jest:
—  a/b ad
oR - Yb_ad
e/d  be
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Oszacowaniem ryzyka wzglednego zachorowania w grupie I wzgledem zachorowania
w grupie II jest:
7B - af(a+0b) _ a(c—i—d).
c/(c+d) cla+d)

Przedzialy ufnosci. Dla ilorazu szans oraz dla ryzyka wzglednego konstruowane sa
przyblizone przedzialty ufnosci. Niech 1 — « bedzie poziomem ufnosci.

Przyblizony przedzial ufnosci dla logarytmu naturalnego ilorazu szans (In(OR)) ma
postaé

(111(5]\%) - Ul—a/2SOR7 111(5}\%) + UI_a/QSOR) y

gdzie

natomiast uy_q /o jest kwantylem rozkladu normalnego N(0,1). Stad tatwo otrzymu-
jemy przyblizony przedzial dla ilorazu szans OR:

(51\3 -exp (—u1_a/250R) ,OR - exp (uka/zSOR)) ;

Przyblizony przedzial ufnosci dla logarytmu naturalnego ryzyka wzglednego (In(RR))
ma postaé

(ln(ﬁﬁ) — Ulfa/QSRR71H(ER) + Ulfa/QSRR) s

gdzie

b d
fa_, dfc )

a+b c+d

SrrR =

natomiast uy_q /o jest kwantylem rozktadu normalnego N (0, 1). Stad tatwo otrzymu-
jemy przyblizony przedzial dla ilorazu szans OR:

(RR -exp (—u1—q/25kR) , RR - exp (Ul—a/2SRR)> ;
Przyklad. Chcemy zbadad, czy jest zaleznos¢ miedzy paleniem a plcia. Dla kazdej

osoby z grupy badanej zanotowano dwie dane: ple¢ i informacje, o tym czy pali pa-
pierosy. Dane przedstawione sa w tabeli.

palacy niepalacy lacznie
mezczyzni 70 120 190
kobiety 65 140 205
tacznie 135 260 395

Rozwigzanie. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu palacego mez-
czyzny, natomiast B — polegajace na wylosowaniu palacej kobiety.
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Ponizej podane sa oszacowania poszczegélnych miar ryzyka.

70

(A) 7% =0.368
S(A) :@ =0.583

(B) :% =0.317
S(B) :g 1:400.464

9] :gg:%gg = 1.256

RR:65:190 = 1.162

lloraz szans oraz ryzyko wzgledne wskazuje podwyzszenie ryzyka palenia mezczyzn w
stosunku do kobiet. Analizujac ryzyko wzgledne wnioskujemy, ze mezczyzni maja o
16% wigksze ryzyko bycia palacym niz kobiety.

W celu uzyskania odpowiedzi na postawione w zadaniu pytanie skonstruujemy prze-
dzialy ufnosci (na poziomie ufnosci 0.95) dla ilorazu szans oraz ryzyka wzglednego.

Odpowiedni kwantyl rozkladu normalnego N(0,1) wynosi 1.96. Wykonujac podsta-
wienia otrzymujemy:

_ 1 1 1 1 _ 120/70  140/65 _
Sor = \/70 + 120 + & + 110 0.002, Sgr= \/ 190 + 205 0.0004.

Przedzialy ufnosci maja postac:

OR € (1.256 - ¢~ 190°0:002 1 956 . ¢1:96:0-002) — (0.82,1.90),

oraz
RR € (1.162- 19000001 11 162 . ¢1-96:00004) — (0.88,1.53).

Zauwazmy, ze w obu przypadkach przedzialy zawieraja jedynke. Stwierdzamy, na
poziomie istotnosci 0.05, ze wplyw plci na palenie jest nieistotny. o

Czulosé i swoisto$é. Jednym z waznych zagadnien jest ocena jakosci testu dia-
gnostycznego pewnej choroby. Celem takich testéw diagnostycznych jest wykrywanie
diagnozowanej choroby, przy czym zawsze moze si¢ zdarzy¢ iz osoba w rzeczywistosci
chora zostanie zdiagnozowana jako zdrowa i przeciwnie: zdrowa osoba zostanie zdia-
gnozowana jako chora. Konsekwencje dziatania takiego testu mozna podsumowaé w
nastepujacej postaci:

zdrowa chora
osoba zdrowa diagnoza prawidlowa  diagnoza nieprawidtowa

Wynik diagnozy:

osoba chora diagnoza nieprawidtowa  diagnoza prawidlowa

Powiedzmy, ze zdiagnozowano pewna liczbe os6b. Niech:

Copyright @ Marta Zalewska & Wojciech Zielinski & Stanistaw Jaworski & Konrad Furmanczyk



74 Iloraz szans, ryzyko wzgledne, czulosé, swoistosé Wersja 26/8/2014

TP (ang. true positive) oznacza liczbe 0s6b chorych, poprawnie zdiagnozowanych jako
chore;

TN (ang. true negative) oznacza liczbe 0s6b zdrowych, poprawnie zdiagnozowanych
jako zdrowe;

FP (ang. false positive) oznacza liczbe 0s6b zdrowych, btednie zdiagnozowanych jako
chore;

FN (ang. false negative) oznacza liczbe 0s6b chorych, blednie zdiagnozowanych jako
zdrowe.

Uzyskane wyniki probkowe mozna zestawi¢ w nastepujaca tabele:

zdrowa  chora
osoba zdrowa TN FP

Wynik diagnozy:

osoba chora FN TP

Do najwazniejszych miar oceny jakosci testu diagnostycznego zaliczamy jego czulosé
i specyficznosé

Czuloéé testu TPF (ang. true positive fraction lub sensitivity) dotyczy populacji
chorych. Jest prawdopodobienstwo zdiagnozowania choroby wsrod oséb rzeczywiscie
chorych. Oznacza prawidlowe rozpoznanie choroby przez test diagnostyczny. Czulosé
okredla si¢ wzorem:

TP

~TP+FN
Swoisto$é testu TNF (ang. true negative fraction lub specificity) dotyczy populacji

zdrowych. Jest prawdopodobienstwo rozpoznania zdrowej osoby wsrdd rzeczywiscie
zdrowych. Swoistos¢ okresla sie wzorem:

TPF

TN

TNF = ———
TN+ FP

Zauwazmy, ze test diagnostyczny jest tym lepszy im jego czuto$c¢ i swoistosé sa wieksze.

Przyktad. Pewien test pozwalajacy wykry¢ chorobe nowotworowa zostal przepro-
wadzony na grupie 4000 oséb, wsréd ktérych byto 200 oséb z choroba nowotworowa
oraz 3800 zdrowych. Test prawidlowo wykryl chorobe nowotworowa u 190 chorych,
za$ u 10 chorych wynik testu byt negatywny. W grupie zdrowych test prawidlowo za-
kwalifikowal 3610 jako zdrowe oraz u 190 oséb zdrowych wynik testu byl pozytywny.
Wyznaczyé czulosé i swoistosé tego testu.

Rozwigzantie. Zapis symboliczny danych: TP = 190, FN = 10, TN = 3610, FP =
190. Sporzadzamy odpowiednia tabele:

Wynik diagnozy:
zdrowa  chora
osoba zdrowa 3610 190
osoba chora 10 190
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Obliczmy czulosé i swoistosé testu diagnostycznego

190
TPF = — =0.95
190+ 10
3610
TNF = ——— = 0.95.
3610 4190 0.95

Czulos¢ wynoszaca 0.95 oznacza, ze test jest prawidlowo wykrywa chorobe wsréd
chorych w 95% przypadkéw, zas swoistosé wynoszaca 0.95 oznacza, ze test prawidlowo
kwalifikuje osoby zdrowe w 95%. Prawidlowy test powinien mieé¢ mozliwie wysoka
czutosé jak i swoistosé, co nie zawsze jest mozliwe do osiggniecia. o

Zadania do samodzielnego rozwigzania

12.1. Wstepne badania dotyczace wystepowania astmy oskrzelowej polegaly na za-
daniu respondentom pytania, czy kiedykolwiek chorowal lub moze nadal choruje na
astme. W Katowicach, na dwa i p6l tysiaca wylosowanych oséb w wieku od dwudzie-
stu do czterdziestu lat, twierdzaco na to pytanie odpowiedzialo sto pie¢dziesiat osob.
Wsréd odpowiedzi twierdzacych bylo 40% kobiet i 60% mezczyzn, za$ wérdéd odpo-
wiedzi negatywnych bylo po 50% kobiet i mezczyzn. Wyznaczy¢ iloraz szans wraz
z przedzialem ufno$ci, na poziomie ufnosci 0.95, dla wystepowania astmy dla kobiet
wzgledem mezczyzn. Czy jest istotna zalezno$é wystepowania astmy wzgledem plci?

12.2. Obserwowano sklonno$é¢ do podraznienia skory wérdd dzieci z atopowym zapa-
leniem skéry (AZS). Pobrana préba data wyniki:

Dziecko
z podraznieniem bez podraznienia
dziecko z AZS 3018 10890
dziecko bez AZS 2122 12445

Wyznaczy¢ przedzial ufnosci, na poziomie ufnosci 0.95, dla ilorazu szans oséb z po-
draznieniem skéry w grupie dzieci z AZS wzgledem dzieci z podraznieniem skéry bez
AZS. Czy na poziomie istotnoéci 0.05 mozna stwierdzié¢ zalezno$é badanych cech?

12.3. Dla danych przedstawionych ponizej wyznaczy¢ podstawowe iloraz szans oraz
ryzyko wzgledne dla chorych na Alzhaimera mezczyzn wzgledem kobiety. Wyznaczy¢
réwniez odpowiednie przedzialy ufnosei (poziom ufnosei 0.95).

‘ chory zdrowy
mezcezyzni 170 220
kobiety 265 240

12.4. Celem badania jest zbadanie, czy kobiety poddane hormonalnej terapii zastep-
czej HRT (ang. Hormonal Replacement Therapy) maja mniejsze szanse na zlamanie
biodra niz kobiety nie poddane HRT. Wyniki obserwacji podane sa w ponizszej tabeli.
Stosujac iloraz szans wraz z odpowiednimi przedzialami ufnodci (na poziomie ufnosci
0.95), udzieli¢ odpowiedzi na postawione pytanie.

‘ poddane HRT niepoddane HRT
ze zlamaniem 40 1287
bez ztamania 239 3023
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12.5. Przez pie¢ lat prowadzono obserwacje pacjentow z chorobg uktadu krazenia.
Pacjenci byli losowo podzieleni na dwie grupy. Jedna grupa przyjmowala regularnie
aspiryne, a druga placebo. Celem bylo sprawdzenie, czy aspiryna zmniejsza ryzyko
zawalu serca. Wyznaczy¢ iloraz szans oraz ryzyko wzgledne wraz z odpowiednimi
przedzialami ufnosci (poziom ufnosei 0.95).

‘ po zawale bez zawalu
placebo 189 10845
aspiryna 104 10933

12.6. Chcemy sprawdzi¢, czy ryzyko zachorowania na syfilis zalezy od liczby partne-
row. W tym celu wybrano 51 przypadkéw zachorowan oraz 107 przypadkéw wolnych
od tej choroby. W kazdej grupie zliczono liczbe partneréw, ktéra miala dana osoba.
Wyznaczy¢ iloraz szans wraz z przedzialem ufnosci (poziom ufnosci 0.95).

‘ chory zdrowy
wiecej niz dwoch partnerow 41 58
zadnego partnera 10 49

12.7. Na podstawie ponizszych wynikéw wyznaczy¢ czulos¢ i swoistos¢ testu diagno-
stycznego.

‘ diagnoza dodatnia diagnoza ujemna
zakazenie 90 10
brak zakazenia 5 40
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Tablice

Tablica 1. Wartosci Q(k;n,p) w rozkladzie dwumianowym.
Podane sa wartosci prawdopodobienstw Q(k;n,p) = P, ,{X > k} dla
p = 0.01,0.05(0.05)0.30, 0.40, 0.50 oraz n = 3(1)10, 15, 20.

Tablica 2. Dystrubuanta rozkladu normalnego N(0,1).
Podanych jest pie¢ pierwszych miejsc po przecinku wartosci dystrybu-
anty F(x) dla z = 0(0.01)3.99.

Tablica 3. Kwantyle rozkladu normalnego N(0, 1).
Podane sg wartosci kwantyli u, dla o = 0.5(0.01)0.9(0.001)0.999.

Tablica 4. Wartosci krytyczne rozktadu t—Studenta.
Podane sa dwustronne wartosci krytyczne t(a;r) dla o = 0.01,0.025,
0.05, 0.1 oraz r = 1(1)40(2)100(50)550, cc.

Tablica 5. Wartosci krytyczne rozktadu chi-kwadrat.
Podane s wartosci krytyczne x?(a;r) dla o = 0.99,0.975,0.95,0.9,
0.1,0.05,0.025,0.01 oraz r = 1(1)30(5)100.

Tablica 6. Wartosci krytyczne rozktadu F—Snedecora.
Podane sa wartosci krytyczne F(a;ry,72) dla @ = 0.01,0.05 oraz r1 =
1(1)10(5)40(20)100, oo, r2 = 1(1)10(2)20(10)40(20)100, co.

Tablica 7. Wartosci krytyczne studentyzowanego rozstepu.
Podane sa wartosci krytyczne t(a;k,r) dla o = 0.01,0.05 oraz k =
2(1)10, r = 3(1)20, 30, 40, 60, 120, cc.

Tablica 8. Wartosci krytyczne wspoétczynnika korelacji.
Podane sa wartosci krytyczne r(a;n) dla o = 0.01,0.025,0.05,0.1 oraz
n = 3(1)80.

Tablica 9. Wartosci krytyczne wspdélczynnika korelacji wielokrotnej.
Podane sa wartosci krytyczne r(a;n,k) dla a = 0.01,0.05 oraz n =
4(1)50(5)95, k = 3,4, 5.

Tablica 10. WartosSci krytyczne w teScie Behrensa—Fishera.
Podane sa wartosci krytyczne V («; 71,79, ¢) dla a = 0.01,0.05 oraz r; =
5(1)10, 15,20, r5 = 2(1)r1, ¢ = 0.0(0.1)1.0.
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Tablica 1. Wartosci Q(k; n,p) w rozkltadzie dwumianowym

n k p
0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50
3 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .02970 .14263 .27100 .38588 .48800 .57813 .65700 .78400 .87500
2 .00030 .00725 .02800 .06075 .10400 15625 .21600 .35200 .50000
3 .00000 .00013 .00100 .00338 .00800 .01563 .02700 .06400 .12500
4 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .03940 18549 .34390 47799 .59040 .68359 .75990 .87040 .93750
2 .00059 .01402 .05230 .10952 .18080 26172 .34830 .52480 .68750
3 .00000 .00048 .00370 .01198 .02720 .05078 .08370 .17920 .31250
4 .00001 .00010 .00051 .00160 .00391 .00810 .02560 .06250
5 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .04901 .22622 140951 .55629 67232 76270 .83193 192224 .96875
2 .00098 .02259 .08146 .16479 26272 .36719 AT178 .66304 .81250
3 .00001 .00116 .00856 .02661 .05792 .10352 .16308 31744 .50000
4 .00000 .00003 .00046 .00223 .00672 .01562 .03078 .08704 18750
5 .00000 .00001 .00008 .00032 .00098 .00243 .01024 .03125
6 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .05852 26491 .46856 .62285 .73786 .82202 .88235 .95334 .98438
2 .00146 .03277 11427 .22352 .34464 .46606 .57983 76672 .89063
3 .00002 .00223 .01585 .04734 .09888 .16943 .25569 45568 .65625
4 .00000 .00009 .00127 .00589 .01696 .03760 .07047 .17920 .34375
5 .00000 .00005 .00040 .00160 .00464 .01094 .04096 .10938
6 .00000 .00001 .00006 .00024 .00073 .00410 .01562
7 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .06793 .30166 52170 .67942 .79028 .86652 .91765 .97201 .99219
2 .00203 .04438 .14969 .28342 .42328 .55505 .67058 .84137 .93750
3 .00003 .00376 .02569 .07377 .14803 .24359 .35293 .58010 77344
4 .00000 .00019 .00273 .01210 .03334 .07056 .12604 .28979 .50000
5 .00001 .00018 .00122 .00467 .01288 .02880 .09626 .22656
6 .00001 .00007 .00037 .00134 .00379 .01884 .06250
7 .00000 .00000 .00001 .00006 .00022 .00164 .00781
8 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .07726 .33658 .56953 72751 .83223 .89989 194235 198320 .99609
2 .00269 .05724 .18690 .34282 .49668 .63292 .74470 .89362 .96484
3 .00005 .00579 .03809 .10521 .20308 .32146 .44823 .68461 .85547
4 .00000 .00037 .00502 .02135 .05628 .11382 .19410 .40591 .63672
5 .00002 .00043 .00285 .01041 .02730 .05797 17367 .36328
6 .00000 .00002 .00024 .00123 .00423 .01129 .04981 .14453
7 .00000 .00001 .00008 .00038 .00129 .00852 .03516
8 .00000 .00000 .00002 .00007 .00066 .00391
9 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .08648 .36975 .61258 .76838 .86578 192492 195965 198992 199805
2 .00344 07121 .22516 .40052 .56379 .69966 .80400 .92946 .98047
3 .00008 .00836 .05297 .14085 .26180 .39932 63717 76821 .91016
4 .00000 .00064 .00833 .03393 .08564 .16573 .27034 .51739 .74609
5 .00003 .00089 .00563 .01958 .04893 .09881 .26657 .50000
6 .00000 .00006 .00063 .00307 .00999 .02529 .09935 .25391
7 .00000 .00005 .00031 .00134 .00429 .02503 .08984
8 .00000 .00002 .00011 .00043 .00380 .01953
9 .00000 .00000 .00002 .00026 .00195
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n k p
0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50

10 O 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .09562 140126 65132 .80313 .89263 194369 97175 199395 199902
2 .00427 .08614 .26390 45570 .62419 75597 .85069 195364 .98926
3 .00011 .01150 .07019 .17980 .32220 47441 61722 .83271 .94531
4 .00000 .00103 .01280 .04997 .12087 22412 .35039 61772 .82813
5 .00006 .00163 .00987 .03279 .07813 15027 .36690 .62305
6 .00000 .00015 .00138 .00637 .01973 .04735 16624 .37695
7 .00001 .00013 .00086 .00351 .01059 .05476 17188
8 .00000 .00001 .00008 .00042 .00159 .01229 .05469
9 .00000 .00000 .00003 .00014 .00168 .01074
10 .00000 .00000 .00001 .00010 .00098
15 0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .13994 53671 79411 191265 .96482 198664 199525 199953 .99997
2 .00963 .17095 45096 .68141 .83287 191982 196473 199483 199951
3 .00042 .03620 .18406 .39577 .60198 76391 87317 .97289 199631
4 .00001 .00547 .05556 17734 .35184 53871 .70313 .90950 .98242
5 .00000 .00061 .01272 .06171 .16423 .31351 48451 78272 .94077
6 .00005 .00225 .01681 .06105 .14837 27838 59678 .84912
7 .00000 .00031 .00361 .01806 .05662 13114 .39019 .69638
8 .00003 .00061 .00424 .01730 .05001 .21310 .50000
9 .00000 .00008 .00078 .00419 .01524 .09505 .30362
10 .00001 .00011 .00079 .00365 .03383 .15088
11 .00000 .00001 .00012 .00067 .00935 .05923
12 .00000 .00001 .00009 .00193 .01758
13 .00000 .00001 .00028 .00369
14 .00000 .00003 .00049
15 .00000 .00003

20 O 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 .18209 64151 87842 96124 .98847 199683 199920 199996  1.00000
2 .01686 .26416 .60825 .82444 .93082 97569 199236 199948 199998
3 .00100 .07548 .32307 .59510 79392 .90874 196452 199639 .99980
4 .00004 .01590 .13295 .35227 .58855 77484 .89291 .98404 199871
5 .00000 .00257 .04317 .17015 .37035 .58516 76249 194905 199409
6 .00033 .01125 .06731 .19579 .38283 58363 .87440 .97931
7 .00003 .00239 .02194 .08669 21422 .39199 74999 .94234
8 .00000 .00042 .00592 .03214 .10181 22773 58411 .86841
9 .00006 .00133 .00998 .04093 .11333 .40440 74828
10 .00001 .00025 .00259 .01386 .04796 .24466 .58810
11 .00000 .00004 .00056 .00394 .01714 12752 141190
12 .00000 .00010 .00094 .00514 .05653 25172
13 .00002 .00018 .00128 .02103 .13159
14 .00000 .00003 .00026 .00647 .05766
15 .00000 .00004 .00161 .02069
16 .00001 .00032 .00591
17 .00000 .00005 .00129
18 .00001 .00020
19 .00002
20 .00000
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Tablica 2. Dystrubuanta F'(x) rozkladu normalnego N (0, 1)

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0.1 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0.2 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0.3 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0.4 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0.5 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0.6 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0.7 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0.8 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0.9 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891
1.0 84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1.1 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1.2 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1.3 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91308 91466 91621 91774
1.4 91924 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
1.5 93319 93448 93574 93699 93822 93943 94062 94179 94295 94408
1.6 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1.7 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1.8 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1.9 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670
2.0 97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2.1 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2.2 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2.3 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2.4 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361
2.5 99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2.6 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2.7 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2.8 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2.9 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861
3.0 99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99896 99900
3.1 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3.2 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3.3 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3.4 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
3.5 99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3.6 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99987 99988 99988 99989
3.7 99989 99990 99990 99990 99991 99991 99992 99992 99992 99992
3.8 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99994 99995 99995 99995
3.9 99995 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997
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Tablica 3. Kwantyle u,, rozkladu normalnego N(0,1)

a ‘ 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.5 0.0000 0.0251 0.0502 0.0753 0.1004 0.1257 0.1510 0.1764 0.2019 0.2275
0.6 0.2533 0.2793 0.3055 0.3319 0.3585 0.3853 0.4125 0.4399 0.4677 0.4958
0.7 0.5244 0.5534 0.5828 0.6128 0.6433 0.6745 0.7063 0.7388 0.7722 0.8064
0.8 0.8416 0.8779 0.9154 0.9542 0.9945 1.0364 1.0803 1.1264 1.1750 1.2265

a 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
0.90 1.2816 1.2873 1.2930 1.2988 1.3047 1.3106 1.3165 1.3225 1.3285 1.3346
0.91 1.3408 1.3469 1.3532 1.3595 1.3658 1.3722 1.3787 1.3852 1.3917 1.3984
0.92 1.4051 1.4118 1.4187 1.4255 1.4325 1.4395 1.4466 1.4538 1.4611 1.4684
0.93 1.4758 1.4833 1.4909 1.4985 1.5063 1.5141 1.5220 1.5301 1.5382 1.5464
0.94 1.5548 1.5632 1.5718 1.5805 1.5893 1.5982 1.6072 1.6164 1.6258 1.6352
0.95 1.6449 1.6546 1.6646 1.6747 1.6849 1.6954 1.7060 1.7169 1.7279 1.7392
0.96 1.7507 1.7624 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119 1.8250 1.8384 1.8522 1.8663

0.97 1.8808 1.8957 1.9110 1.9268 1.9431 1.9600 1.9774 1.9954 2.0141 2.0335
0.98 2.0537 2.0748 2.0969 2.1201 2.1444 2.1701 2.1973 2.2262 2.2571 2.2904
0.99 2.3263 2.3656 2.4089 2.4573 2.5121 2.5758 2.6521 2.7478 2.8782 3.0902
[e% U

0.9995 3.290

0.9999 3.719

0.99995 3.891

0.99999 4.265

0.999995 4.417

0.999999 4.753

0.9999995 4.892

0.9999999 5.199
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Tablica 4. Wartosci krytyczne t(«; r) rozkladu t—Studenta

r\a 0.1 0.05 0.025 0.01 r\a 0.1 0.05 0.025 0.01
1 6.3137 12.7062 25.4519 63.6559 42 1.6820 2.0181 2.3246 2.6981
2 2.9200 4.3027 6.2054 9.9250 44 1.6802 2.0154 2.3207 2.6923
3 2.3534 3.1824 4.1765 5.8408 46 1.6787 2.0129 2.3172 2.6870
4 2.1318 2.7765 3.4954 4.6041 48 1.6772 2.0106 2.3139 2.6822
5 2.0150 2.5706 3.1634 4.0321 50 1.6759 2.0086 2.3109 2.6778
6 1.9432 2.4469 2.9687 3.7074 52 1.6747 2.0066 2.3082 2.6737
7 1.8946 2.3646 2.8412 3.4995 54 1.6736 2.0049 2.3056 2.6700
8 1.8595 2.3060 2.7515 3.3554 56 1.6725 2.0032 2.3033 2.6665
9 1.8331 2.2622 2.6850 3.2498 58 1.6716 2.0017 2.3011 2.6633

10 1.8125 2.2281 2.6338 3.1693 60 1.6706 2.0003 2.2990 2.6603
11 1.7959 2.2010 2.5931 3.1058 62 1.6698 1.9990 2.2971 2.6575
12 1.7823 2.1788 2.5600 3.0545 64 1.6690 1.9977 2.2954 2.6549
13 1.7709 2.1604 2.5326 3.0123 66 1.6683 1.9966 2.2937 2.6524
14 1.7613 2.1448 2.5096 2.9768 68 1.6676 1.9955 2.2921 2.6501
15 1.7531 2.1315 2.4899 2.9467 70 1.6669 1.9944 2.2906 2.6479
16 1.7459 2.1199 2.4729 2.9208 72 1.6663 1.9935 2.2892 2.6458
17 1.7396 2.1098 2.4581 2.8982 74 1.6657 1.9925 2.2879  2.6439
18 1.7341 2.1009 2.4450 2.8784 76 1.6652 1.9917 2.2867 2.6421
19 1.7291 2.0930 2.4334 2.8609 78 1.6646 1.9908 2.2855 2.6403
20 1.7247 2.0860 2.4231 2.8453 80 1.6641 1.9901 2.2844 2.6387
21 1.7207 2.0796 2.4138 2.8314 82 1.6636 1.9893 2.2833 2.6371
22 1.7171 2.0739 2.4055 2.8188 84 1.6632 1.9886  2.2823 2.6356
23 1.7139 2.0687 2.3979 2.8073 86 1.6628 1.9879 2.2813 2.6342
24 1.7109 2.0639 2.3910 2.7970 88 1.6624 1.9873 2.2804 2.6329
25 1.7081 2.0595 2.3846 2.7874 90 1.6620 1.9867 2.2795 2.6316
26 1.7056 2.0555 2.3788 2.7787 92 1.6616 1.9861 2.2787 2.6303
27 1.7033 2.0518 2.3734 2.7707 94 1.6612 1.9855 2.2779 2.6291
28 1.7011 2.0484 2.3685 2.7633 96 1.6609 1.9850 2.2771 2.6280
29 1.6991 2.0452 2.3638 2.7564 98 1.6606 1.9845 2.2764 2.6269
30 1.6973 2.0423 2.3596 2.7500 100 1.6602 1.9840 2.2757 2.6259
31 1.6955 2.0395 2.3556 2.7440 150 1.6551 1.9759 2.2641 2.6090
32 1.6939 2.0369 2.3518 2.7385 200 1.6525 1.9719 2.2584 2.6006
33 1.6924 2.0345 2.3483 2.7333 250 1.6510 1.9695 2.2550 2.5956
34 1.6909 2.0322 2.3451 2.7284 300 1.6499 1.9679 2.2527 2.5923
35 1.6896 2.0301 2.3420 2.7238 350 1.6492 1.9668 2.2511 2.5899
36 1.6883 2.0281 2.3391 2.7195 400 1.6487 1.9659 2.2499 2.5882
37 1.6871 2.0262 2.3363 2.7154 450 1.6482 1.9652 2.2489 2.5868
38 1.6860 2.0244 2.3337 2.7116 500 1.6479 1.9647 2.2482  2.5857
39 1.6849 2.0227 2.3313 2.7079 550 1.6476 1.9643 2.2476 2.5848
40 1.6839 2.0211 2.3289 2.7045 00 1.6449 1.9600 2.2414 2.5758
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Tablica 5. Wartosci krytyczne x?(a;r) rozkladu chi-kwadrat

a
7'\ 0.99 0.975 0.95 0.9 0.1 0.05 0.025 0.01
1 0.0%157  0.0%°982  0.0%393 0.0158 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349
2 0.0201 0.0506 0.1026 0.2107 4.6052 5.9915 7.3778 9.2104
3 0.1148 0.2158 0.3518 0.5844 6.2514 7.8147 9.3484 11.3449
4 0.2971 0.4844 0.7107 1.0636 7.7794 9.4877 11.1433 13.2767
5 0.5543 0.8312 1.1455 1.6103 9.2363 11.0705 12.8325 15.0863
6 0.8721 1.2373 1.6354 2.2041 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119
7 1.2390 1.6899 2.1673 2.8331 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753
8 1.6465 2.1797 2.7326 3.4895 13.3616 15.5073 17.5345 20.0902
9 2.0879 2.7004 3.3251 4.1682 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660
10 2.5582 3.2470 3.9403 4.8652 15.9872 18.3070 20.4832 23.2093
11 3.0535 3.8157 4.5748 5.5778 17.2750 19.6752 21.9200 24.7250
12 3.5706 4.4038 5.2260 6.3038 18.5493 21.0261 23.3367 26.2170
13 4.1069 5.0087 5.8919 7.0415 19.8119 22.3620 24.7356 27.6882
14 4.6604 5.6287 6.5706 7.7895 21.0641 23.6848 26.1189 29.1412
15 5.2294 6.2621 7.2609 8.5468 22.3071 24.9958 27.4884 30.5780
16 5.8122 6.9077 7.9616 9.3122 23.5418 26.2962 28.8453 31.9999
17 6.4077 7.5642 8.6718  10.0852 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087
18 7.0149 8.2307 9.3904  10.8649 25.9894 28.8693 31.5264 34.8052
19 7.6327 8.9065 10.1170  11.6509 27.2036 30.1435 32.8523 36.1908
20 8.2604 9.5908  10.8508  12.4426 28.4120 31.4104 34.1696 37.5663
21 8.8972  10.2829  11.5913  13.2396 29.6151 32.6706 35.4789 38.9322
22 9.5425  10.9823  12.3380  14.0415 30.8133 33.9245 36.7807 40.2894
23 10.1957  11.6885  13.0905  14.8480 32.0069 35.1725 38.0756 41.6383
24 10.8563  12.4011 13.8484  15.6587 33.1962 36.4150 39.3641 42.9798
25 11.5240  13.1197 14.6114  16.4734 34.3816 37.6525 40.6465 44.3140
26 12.1982  13.8439  15.3792  17.2919 35.5632 38.8851 41.9231 45.6416
27 12.8785  14.5734 16.1514  18.1139 36.7412 40.1133 43.1945 46.9628
28 13.5647  15.3079  16.9279  18.9392 37.9159 41.3372 44.4608 48.2782
29 14.2564  16.0471 17.7084  19.7677 39.0875 42.5569 45.7223 49.5878
30 14.9535  16.7908  18.4927  20.5992 40.2560 43.7730 46.9792 50.8922
35 18.5089  20.5694  22.4650  24.7966 46.0588 49.8018 53.2033 57.3420
40 22.1642  24.4331  26.5093  29.0505 51.8050 55.7585 59.3417 63.6908
45 25.9012  28.3662  30.6123  33.3504 57.5053 61.6562 65.4101 69.9569
50 29.7067  32.3574  34.7642  37.6886 63.1671 67.5048 71.4202 76.1538
55 33.5705  36.3981  38.9581  42.0596 68.7962 73.3115 77.3804 82.2920
60 37.4848  40.4817  43.1880  46.4589 74.3970 79.0820 83.2977 88.3794
65 41.4436  44.6030  47.4496  50.8829 79.9730 84.8206 89.1772 94.4220
70 45.4417  48.7575  51.7393  55.3289 85.5270 90.5313 95.0231 100.4251
75 49.4751  52.9419  56.0541  59.7946 91.0615 96.2167  100.8393  106.3929
80 53.5400  57.1532  60.3915  64.2778 96.5782  101.8795  106.6285  112.3288
85 57.6339 61.3888  64.7494  68.7771 102.0789  107.5217  112.3933  118.2356
90 61.7540 65.6466  69.1260  73.2911 107.5650  113.1452  118.1359  124.1162
95 65.8983  69.9249  73.5198 77.8184 113.0377 118.7516  123.8580  129.9725
100 70.0650  74.2219  77.9294  82.3581 118.4980  124.3421 129.5613  135.8069
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F(0.05;71,7r2)
F(0.01;71,r2)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tablica 6. Wartosci krytyczne rozktadu F—Snedecora

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88
4052.2  4999.3 5403.5 5624.3 5764.0 5859.0 5928.3 5981.0 6022.4 6055.9

2 18.513 19.000 19.164 19.247 19.296 19.329 19.353 19.371 19.385 19.396
98.502 99.000 99.164 99.251 99.302 99.331 99.357 99.375 99.390 99.397

3 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.941 8.887 8.845 8.812 8.785
34.116  30.816 29.457 28.710 28.237 27.911 27.671 27.489 27.345 27.228

4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5.964
21.198 18.000 16.694 15.977 15.522 15.207 14.976 14.799 14.659 14.546

5 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735
16.258 13.274 12.060 11.392 10.967 10.672 10.456 10.289 10.158 10.051

6 5.987 5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060
13.745 10.925 9.780 9.148 8.746 8.466 8.260 8.102 7.976 7.874

7 5.591 4.737 4.347 4.120 3.972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637
12.246 9.547 8.451 7.847 7.460 7.191 6.993 6.840 6.719 6.620

8 5.318 4.459 4.066 3.838 3.688 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347
11.259 8.649 7.591 7.006 6.632 6.371 6.178 6.029 5.911 5.814

9 5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137
10.562 8.022 6.992 6.422 6.057 5.802 5.613 5.467 5.351 5.257

10 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978
10.044 7.559 6.552 5.994 5.636 5.386 5.200 5.057 4.942 4.849

12 4.747 3.885 3.490 3.259 3.106 2.996 2.913 2.849 2.796 2.753
9.330 6.927 5.953 5.412 5.064 4.821 4.640 4.499 4.388 4.296

14 4.600 3.739 3.344 3.112 2.958 2.848 2.764 2.699 2.646 2.602
8.862 6.515 5.564 5.035 4.695 4.456 4.278 4.140 4.030 3.939

16 4.494 3.634 3.239 3.007 2.852 2.741 2.657 2.591 2.538 2.494
8.531 6.226 5.292 4.773 4.437 4.202 4.026 3.890 3.780 3.691

18 4.414 3.555 3.160 2.928 2.773 2.661 2.577 2.510 2.456 2.412
8.285 6.013 5.092 4.579 4.248 4.015 3.841 3.705 3.597 3.508

20 4.351 3.493 3.098 2.866 2.711 2.599 2.514 2.447 2.393 2.348
8.096 5.849 4.938 4.431 4.103 3.871 3.699 3.564 3.457 3.368

30 4.171 3.316 2.922 2.690 2.534 2.421 2.334 2.266 2.211 2.165
7.562 5.390 4.510 4.018 3.699 3.473 3.305 3.173 3.067 2.979

40 4.085 3.232 2.839 2.606 2.449 2.336 2.249 2.180 2.124 2.077
7.314 5.178 4.313 3.828 3.514 3.291 3.124 2.993 2.888 2.801

60 4.001 3.150 2.758 2.525 2.368 2.254 2.167 2.097 2.040 1.993
7.077 4.977 4.126 3.649 3.339 3.119 2.953 2.823 2.718 2.632

80 3.960 3.111 2.719 2.486 2.329 2.214 2.126 2.056 1.999 1.951
6.963 4.881 4.036 3.563 3.255 3.036 2.871 2.742 2.637 2.551

100 3.936 3.087 2.696 2.463 2.305 2.191 2.103 2.032 1.975 1.927
6.895 4.824 3.984 3.513 3.206 2.988 2.823 2.694 2.590 2.503

o9 3.841 2.996 2.605 2.372 2.214 2.099 2.010 1.938 1.880 1.831
6.635 4.605 3.782 3.319 3.017 2.802 2.639 2.511 2.407 2.321
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T1
7‘2\ 15 20 25 30 35 40 60 80 100 oo

1 245.95 248.02 249.26 250.10 250.69 251.14 252.20 252.72 253.04 254.32
6157.0 6208.7 6239.9 6260.4 6275.3 6286.4 6313.0 6326.5 6333.9 6365.6
2 19.429 19.446 19.456 19.463 19.467 19.471 19.479 19.483 19.486 19.496
99.433  99.448 99.459 99.466 99.470 99.477 99.484 99.484 99.491 99.499
3 8.703 8.660 8.634 8.617 8.604 8.594 8.572 8.561 8.554 8.526
26.872 26.690 26.579 26.504 26.451 26.411 26.316 26.269 26.241 26.125
4 5.858 5.803 5.769 5.746 5.729 5.717 5.688 5.673 5.664 5.628
14.198 14.019 13.911 13.838 13.785 13.745 13.652 13.605 13.577 13.463
5 4.619 4.558 4.521 4.496 4.478 4.464 4.431 4.415 4.405 4.365
9.722 9.553 9.449 9.379 9.329 9.291 9.202 9.157 9.130 9.020
6 3.938 3.874 3.835 3.808 3.789 3.774 3.740 3.722 3.712 3.669
7.559 7.396 7.296 7.229 7.180 7.143 7.057 7.013 6.987 6.880
7 3.511 3.445 3.404 3.376 3.356 3.340 3.304 3.286 3.275 3.230
6.314 6.155 6.058 5.992 5.944 5.908 5.824 5.781 5.755 5.650
8 3.218 3.150 3.108 3.079 3.059 3.043 3.005 2.986 2.975 2.928
5.515 5.359 5.263 5.198 5.151 5.116 5.032 4.989 4.963 4.859
9 3.006 2.936 2.893 2.864 2.842 2.826 2.787 2.768 2.756 2.707
4.962 4.808 4.713 4.649 4.602 4.567 4.483 4.441 4.415 4.311
10 2.845 2.774 2.730 2.700 2.678 2.661 2.621 2.601 2.588 2.538
4.558 4.405 4.311 4.247 4.201 4.165 4.082 4.039 4.014 3.909
12 2.617 2.544 2.498 2.466 2.443 2.426 2.384 2.363 2.350 2.296
4.010 3.858 3.765 3.701 3.654 3.619 3.535 3.493 3.467 3.361
14 2.463 2.388 2.341 2.308 2.284 2.266 2.223 2.201 2.187 2.131
3.656 3.505 3.412 3.348 3.301 3.266 3.181 3.138 3.112 3.004
16 2.352 2.276 2.227 2.194 2.169 2.151 2.106 2.083 2.068 2.010
3.409 3.259 3.165 3.101 3.054 3.018 2.933 2.889 2.863 2.753
18 2.269 2.191 2.141 2.107 2.082 2.063 2.017 1.993 1.978 1.917
3.227 3.077 2.983 2.919 2.871 2.835 2.749 2.705 2.678 2.566
20 2.203 2.124 2.074 2.039 2.013 1.994 1.946 1.922 1.907 1.843
3.088 2.938 2.843 2.778 2.731 2.695 2.608 2.563 2.535 2.421
30 2.015 1.932 1.878 1.841 1.813 1.792 1.740 1.712 1.695 1.622
2.700 2.549 2.453 2.386 2.337 2.299 2.208 2.160 2.131 2.006
40 1.924 1.839 1.783 1.744 1.715 1.693 1.637 1.608 1.589 1.509
2.522 2.369 2.271 2.203 2.153 2.114 2.019 1.969 1.938 1.805
60 1.836 1.748 1.690 1.649 1.618 1.594 1.534 1.502 1.481 1.389
2.352 2.198 2.098 2.028 1.976 1.936 1.836 1.783 1.749 1.601
80 1.793 1.703 1.644 1.602 1.570 1.545 1.482 1.448 1.426 1.325
2.271 2.115 2.015 1.944 1.890 1.849 1.746 1.690 1.655 1.494
100 1.768 1.676 1.616 1.573 1.541 1.515 1.450 1.415 1.392 1.283
2.223 2.067 1.965 1.893 1.839 1.797 1.692 1.634 1.598 1.427
o5} 1.666 1.571 1.506 1.459 1.423 1.394 1.318 1.274 1.243 1.000
2.039 1.878 1.773 1.696 1.638 1.592 1.473 1.404 1.358 1.000
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Tablica 7. Wartosci krytyczne iggg?i:g studentyzowanego rozstepu
k

N\ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 4501 5910  6.825  7.502  8.037  8.478 8853  9.177  9.462
8.261  10.62 1217  13.33  14.24  15.00 15.64  16.20  16.69
4 3.927  5.040 5757  6.287  6.707  7.053  7.347  7.602  7.826
6.512 8120  9.173  9.958  10.58  11.10  11.55  11.93  12.27
5 3.635  4.602  5.218 50673  6.033  6.330  6.582  6.802  6.995
5702 6.976  7.804  8.421 8913  9.321  9.669  9.972  10.24
6 3.461  4.339  4.896 5305  5.628  5.895  6.122  6.319  6.493
5.243  6.331  7.033  7.556  7.973  8.318  8.613  8.869  9.097
7 3.344 4165  4.681 5060 5359 5606 5815 5998  6.158
4.949 5919  6.543  7.005  7.373  7.679  7.939  8.166  8.368
8 3.261  4.041 4529  4.886  5.167  5.399 5597 5767  5.918
4746  5.635  6.204  6.625  6.960  7.237 7474  T.681  7.863
9 3199  3.949  4.415 4756 5024 5244 5432 5595  5.739
4.596 5428  5.957  6.348  6.658  6.915  7.143  7.325  7.495
10 3.151  3.877  4.327  4.654  4.912 5124 5305 5461  5.599
4482 5270 5769  6.136  6.428  6.669  6.875  7.055  7.213
11 3.113  3.820  4.256  4.574  4.823  5.028  5.202  5.353  5.487
4.392 5146  5.621 5970  6.247 6476  6.672  6.842  6.992
12 3.082  3.773 4199  4.508  4.751  4.950  5.119 5265  5.395
4320  5.046 5502 5836  6.101  6.321  6.507 6.670  6.814
13 3.055  3.735  4.151  4.453  4.690  4.885 5049 5192  5.318
4.260  4.964 5404 5727 5981  6.192  6.372  6.528  6.667
14 3.033  3.702 4111 4407  4.639  4.829  4.990  5.131  5.254
4.210  4.895  5.322 5634 5881  6.085  6.258  6.409  6.543
15 3.014  3.674  4.076  4.367  4.595  4.782  4.940 5077  5.198
4168  4.836 5252 5556 5796 5994  6.162  6.309  6.439
16 2.998  3.649  4.046  4.333 4557  4.741  4.897 5031  5.150
4131 4786 5192 5489 5722 5915  6.079  6.222  6.349
17 2.984  3.628  4.020  4.303  4.524  4.705  4.858  4.991  5.108
4.099 4742 5140 5430  5.659  5.847  6.007  6.147  6.270
18 2.971  3.609  3.997  4.277  4.495  4.673  4.824 4956  5.071
4.071  4.703  5.094 5379 50603 5788 5944  6.081  6.201
19 2.960  3.593  3.977  4.253  4.469  4.645 4794  4.924  5.038
4.046  4.670  5.054 5334 5554 5735 5889  6.022  6.141
20 2.950  3.578  3.958  4.232  4.445  4.620  4.768  4.896  5.008
4.024  4.639 5018 5294 5510 50688 5839 5970  6.087
24 2.919  3.532  3.901  4.166  4.373 4541  4.684  4.807  4.915
3.956  4.546  4.907 5168 5374 5542 5685 5809  5.919
30 2.888  3.486  3.845  4.102  4.302  4.464  4.602 4720  4.824
3.880  4.455  4.799 5048 5242 5401 5537 5653  5.756
40 2.858  3.442 3791  4.039  4.232  4.380  4.521  4.635  4.735
3.825  4.367  4.696  4.931 5114 5265 5392 5502  5.599
60 2.820  3.399  3.737  3.977  4.163  4.314 4441 4550  4.646
3.762  4.282 4595  4.818  4.991 5133  5.253  5.356  5.447
120 2.800  3.356  3.685  3.917  4.096  4.241  4.363  4.468  4.560
3702 4.200  4.497  4.709  4.872 5005 5118 5214 5299
o0 2772 3.314  3.633  3.858  4.030  4.170  4.286  4.387  4.474
3.643 4120  4.403  4.603  4.757  4.882  4.987 5078  5.157
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Tablica 8. Wartosci krytyczne r(a;n) wspdlezynnika korelacji

n\a 0.1 0.05 0.025 0.01 n\a 0.1 0.05 0.025 0.01
3 0.9877 0.9969 0.9992  0.9999 42 0.2573 0.3044 0.3456  0.3932
4 0.9000 0.9500 0.9750  0.9900 43 0.2542  0.3008 0.3415 0.3887
5 0.8054 0.8783 0.9237  0.9587 44 0.2512  0.2973 0.3376  0.3843
6 0.7293 0.8114 0.8680 0.9172 45 0.2483 0.2940 0.3339 0.3801
7 0.6694 0.7545 0.8166  0.8745 46 0.2455 0.2907 0.3302 0.3761
8 0.6215  0.7067 0.7713  0.8343 47 0.2429  0.2876  0.3267 0.3721
9 0.5822 0.6664 0.7318 0.7977 48 0.2403 0.2845 0.3233 0.3683

10 0.5494 0.6319 0.6973 0.7646 49 0.2377 0.2816 0.3200 0.3646
11 0.5214 0.6021 0.6669  0.7348 50 0.2353 0.2787 0.3168 0.3610
12 0.4973 0.5760 0.6400 0.7079 51 0.2329 0.2759 0.3137  0.3575
13 0.4762  0.5529 0.6159  0.6835 52 0.2306 0.2732 0.3106  0.3542
14 0.4575 0.5324 0.5943 0.6614 53 0.2284 0.2706 0.3077  0.3509
15 0.4409 0.5140 0.5748 0.6411 54 0.2262 0.2681 0.3048 0.3477
16 0.4259 0.4973 0.5570 0.6226 55 0.2241 0.2656  0.3021  0.3445
17 0.4124 0.4821 0.5408 0.6055 56 0.2221  0.2632 0.2994 0.3415
18 0.4000 0.4683 0.5258  0.5897 57 0.2201  0.2609 0.2967  0.3385
19 0.3887  0.4555 0.5121  0.5751 58 0.2181 0.2586 0.2942  0.3357
20 0.3783  0.4438 0.4993 0.5614 59 0.2162 0.2564 0.2917 0.3328
21 0.3687  0.4329 0.4875  0.5487 60 0.2144  0.2542 0.2892 0.3301
22 0.3598  0.4227 0.4764  0.5368 61 0.2126  0.2521  0.2869 0.3274
23 0.3515 0.4132 0.4660 0.5256 62 0.2108 0.2500 0.2845 0.3248
24 0.3438 0.4044 0.4563 0.5151 63 0.2091  0.2480 0.2823 0.3223
25 0.3365 0.3961  0.4472  0.5052 64 0.2075 0.2461 0.2801 0.3198
26 0.3297 0.3882 0.4386  0.4958 65 0.2058 0.2441 0.2779 0.3173
27 0.3233 0.3809 0.4305 0.4869 66 0.2042 0.2423 0.2758 0.3150
28 0.3172  0.3739 0.4228 0.4785 67 0.2027 0.2404 0.2737 0.3126
29 0.3115 0.3673  0.4155 0.4705 68 0.2012  0.2387 0.2717 0.3104
30 0.3061 0.3610 0.4085 0.4629 69 0.1997 0.2369 0.2697 0.3081
31 0.3009 0.3550 0.4019 0.4556 70 0.1982  0.2352 0.2678  0.3060
32 0.2960 0.3494 0.3956  0.4487 71 0.1968 0.2335 0.2659 0.3038
33 0.2913 0.3440 0.3896  0.4421 72 0.1954  0.2319 0.2641  0.3017
34 0.2869 0.3388 0.3839  0.4357 73 0.1940 0.2303 0.2623  0.2997
35 0.2826  0.3338 0.3784  0.4296 74 0.1927  0.2287 0.2605 0.2977
36 0.2785 0.3291  0.3731  0.4238 75 0.1914  0.2272  0.2587  0.2957
37 0.2746  0.3246  0.3681  0.4182 76 0.1901  0.2257 0.2570 0.2938
38 0.2709  0.3202 0.3632  0.4128 7 0.1888 0.2242 0.2554  0.2919
39 0.2673 0.3160 0.3586  0.4076 78 0.1876  0.2227  0.2537  0.2900
40 0.2638 0.3120 0.3541  0.4026 79 0.1864 0.2213  0.2521  0.2882
41 0.2605 0.3081 0.3497 0.3978 80 0.1852 0.2199 0.2505 0.2864
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Tablica 9. Wartosci krytyczne :Eggizg wspdélezynnika korelacji wielokrotnej

k k
no\ 3 4 5 no\ 3 4 5

1 0.9987 31 0.4389  0.4975  0.5447

0.9999 0.5204  0.5816  0.6238

5 0.9747  0.9992 32 0.4320  0.4899  0.5365

0.9950  1.0000 05216  0.5732  0.6150

6 0.9207  0.9830  0.9994 33 0.4255  0.4825  0.5286

0.9765  0.9967  1.0000 05142  0.5652  0.6065

7 0.8811  0.9501  0.9873 34 0.4192  0.4755  0.5210

0.9487  0.9834  0.9975 0.5070  0.5575  0.5984

8 0.8356  0.9120  0.9612 35 04132  0.4688  0.5138

0.9173  0.9623  0.9872 0.5001  0.5501  0.5906

9 0.7947  0.8743  0.9299 36 0.4075  0.4624  0.5068

0.8858  0.9373  0.9701 0.4935  0.5430  0.5831

10 0.7584  0.8391  0.8978 37 0.4020  0.4562  0.5001

0.8554  0.9112  0.9493 04871  0.5361  0.5759

11 0.7260  0.8067  0.8668 38 0.3967  0.4503  0.4937

0.8269  0.8852  0.9269 0.4810  0.5295  0.5689

12 0.6972  0.7771  0.8378 39 0.3916  0.4446  0.4875

0.8004  0.8603  0.9042 0.4751  0.5231  0.5622

13 0.6714  0.7502  0.8108 40 0.3867  0.4391  0.4815

0.7758  0.8365  0.8820 0.4694  0.5170  0.5557

14 0.6481  0.7257  0.7858 12 0.3819  0.4338  0.4758

0.7531  0.8141  0.8605 0.4639  0.5110  0.5494

15 0.6269  0.7032  0.7628 42 0.3774  0.4287  0.4702

0.7320  0.7931  0.8401 0.4586  0.5053  0.5433

16 0.6077  0.6826  0.7414 43 0.3730  0.4237  0.4649

0.7125  0.7734  0.8206 0.4535  0.4997  0.5374

17 0.5901  0.6636  0.7216 44 0.3687  0.4190  0.4597

0.6943  0.7548  0.8021 0.4486  0.4944  0.5317

18 0.5738  0.6461  0.7032 45 0.3646  0.4144  0.4547

0.6774  0.7375  0.7846 0.4437  0.4892  0.5262

19 0.5589  0.6298  0.6861 46 0.3606  0.4099  0.4498

0.6616  0.7211  0.7681 0.4391  0.4841  0.5208

20 0.5450  0.6147  0.6701 a7 0.3568  0.4056  0.4451

0.6468  0.7057  0.7524 0.4346  0.4792  0.5156

21 0.5321  0.6006  0.6551 48 0.3531  0.4014  0.4405

0.6320  0.6912  0.7376 0.4302  0.4745  0.5105

22 0.5201  0.5873  0.6410 49 0.3495  0.3973  0.4361

0.6198  0.6775  0.7235 0.4260  0.4698  0.5056

23 0.5088  0.5749  0.6278 50 0.3460  0.3934  0.4318

0.6075  0.6646  0.7102 0.4219  0.4654  0.5009

24 0.4982  0.5633  0.6154 55 0.3299  0.3753  0.4121

0.5959  0.6523  0.6975 0.4029  0.4447  0.4789

25 0.4883  0.5523  0.6036 60 0.3159  0.3594  0.3949

0.5849  0.6407  0.6854 0.3863  0.4266  0.4595

26 0.4789  0.5419  0.5925 65 0.3035  0.3455  0.3796

0.5744  0.6296  0.6739 0.3715  0.4105  0.4423

27 0.4700  0.5321  0.5820 70 0.2925  0.3330  0.3660

0.5645  0.6191  0.6630 0.3584  0.3961  0.4269

28 0.4616  0.5228  0.5720 75 0.2826  0.3218  0.3537

0.5551  0.6091  0.6525 0.3465  0.3831  0.4130

29 0.4537  0.5139  0.5624 80 0.2736  0.3116  0.3426

0.5462  0.5995  0.6425 0.3358  0.3713  0.4004

30 0.4461  0.5055  0.5534 90 0.2580  0.2939  0.3232

0.5376  0.5904  0.6329 0.3169  0.3506  0.3783
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V(0.05;r1,7r2,¢)

V(0.01ir1mac) W tedcie Behrensa—Fishera

Tablica 10. Wartosci krytyczne

T2 ™1 C
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

5 2 2.5706 2.4792 2.3949 2.3656 2.4365 2.6371 2.9681 3.3910 3.8269 4.1682 4.3027
4.0321 3.8051 3.5834 3.5023 3.7136 4.3376 5.4048 6.8080 &8.2859 9.4592 9.9250
3 2.5706 2.4793 2.3876 2.3227 2.3080 2.3580 2.4753 2.6480 2.8500 3.0429 3.1824
4.0321 3.8029 3.5684 3.3996 3.3607 3.4968 3.8211 4.3065 4.8815 5.4365 5.8408
4 2.5706 2.4797 2.3856 2.3091 2.2668 2.2696 2.3204 2.4136 2.5353 2.6647 2.7765
4.0321 3.8032 3.5650 3.3701 3.2619 3.2692 3.4012 3.6450 3.9653 4.3074 4.6041
5 2.5706 2.4800 2.3850 2.3029 2.2476 2.2281 2.2476 2.3029 2.3850 2.4800 2.5706
4.0321 3.8039 3.5645 3.3576 3.2183 3.1693 3.2183 3.3576 3.5645 3.8039 4.0321
6 2 2.4469 2.3726 2.3152 2.3169 2.4171 2.6404 2.9840 3.4089 3.8391 4.1721 4.3027
3.7074 3.5284 3.3803 3.3862 3.6824 4.3731 5.4766 6.8812 8.3340 9.4747 9.9250
3 2.4469 2.3718 2.3037 2.2651 2.2747 2.3439 2.4736 2.6518 2.8540 3.0445 3.1824
3.7074 3.5250 3.3557 3.2574 3.2829 3.4688 3.8244 4.3222 4.8953 5.4420 5.8408
4 2.4469 2.3716 2.2998 2.2476 2.2281 2.2493 2.3126 2.4126 2.5365 2.6654 2.7765
3.7074 3.5241 3.3476 3.2181 3.1693 3.2231 3.3859 3.6454 3.9696 4.3095 4.6041
5 2.4469 2.3716 2.2980 2.2393 2.2060 2.2045 2.2368 2.2996 2.3848 2.4803 2.5706
3.7074 3.5240 3.3441 3.2002 3.1181 3.1145 3.1947 3.3514 3.5649 3.8046 4.0321
6 2.4469 2.3716 2.2970 2.2346 2.1932 2.1788 2.1932 2.2346 2.2970 2.3716 2.4469
3.7074 3.5240 3.3424 3.1903 3.0897 3.0545 3.0897 3.1903 3.3424 3.5240 3.7074
7T 2 2.3646 2.3028 2.2638 2.2865 2.4064 2.6448 2.9966 3.4223 3.8480 4.1750 4.3027
3.4995 3.3534 3.2543 3.3179 3.6706 4.4057 5.5323 6.9360 8.3694 9.4861 9.9250
3 2.3646 2.3013 2.2493 2.2281 2.2538 2.3356 2.4733 2.6550 2.8570 3.0457 3.1824
3.4995 3.3492 3.2224 3.1693 3.2360 3.4541 3.8296 4.3351 4.9061 5.4462 5.8408
4 2.3646 2.3008 2.2441 2.2081 2.2034 2.2365 2.3080 2.4123 2.5375 2.6659 2.7765
3.4995 3.3477 3.2112 3.1233 3.1119 3.1952 3.3775 3.6468 3.9733 4.3113 4.6041
5 2.3646 2.3005 2.2415 2.1983 2.1792 2.1894 2.2299 2.2976 2.3848 2.4805 2.5706
3.4995 3.3471 3.2059 3.1018 3.0555 3.0805 3.1803 3.3479 3.5655 3.8053 4.0321
6 2.3646 2.3004 2.2400 2.1926 2.1652 2.1623 2.1851 2.2316 2.2964 2.3716 2.4469
3.4995 3.3468 3.2028 3.0895 3.0239 3.0169 3.0719 3.1842 3.3415 3.5242 3.7074
7 2.3646 2.3003 2.2391 2.1889 2.1562 2.1448 2.1562 2.1889 2.2391 2.3003 2.3646
3.4995 3.3466 3.2010 3.0817 3.0039 2.9768 3.0039 3.0817 3.2010 3.3466 3.4995
8 2 2.3060 2.2537 2.2281 2.2659 2.4000 2.6491 3.0066 3.4327 3.8548 4.1772 4.3027
3.35564 3.2333 3.1693 3.2741 3.6674 4.4340 5.5766 6.9786 8.3966 9.4948 9.9250
3 2.3060 2.2517 2.2114 2.2026 2.2396 2.3303 2.4736 2.6576 2.8594 3.0467 3.1824
3.35564 3.2286 3.1315 3.1100 3.2054 3.4459 3.8352 4.3456 4.9146 5.4496 5.8408
4 2.3060 2.2509 2.2052 2.1806 2.1864 2.2278 2.3050 2.4123 2.5383 2.6663 2.7765
3.35564 3.2266 3.1181 3.0589 3.0733 3.1768 3.3726 3.6486 3.9763 4.3127 4.6041
5 2.3060 2.2505 2.2020 2.1697 2.1607 2.1790 2.2253 2.2963 2.3849 2.4807 2.5706
3.35564 3.2256 3.1114 3.0347 3.0131 3.0575 3.1707 3.3459 3.5663 3.8060 4.0321
6 2.3060 2.2502 2.2001 2.1634 2.1457 2.1508 2.1794 2.2295 2.2961 2.3717 2.4469
3.35564 3.2251 3.1075 3.0208 2.9791 2.9913 3.0598 3.1802 3.3410 3.5244 3.7074
7 2.3060 2.2501 2.1989 2.1592 2.1360 2.1326 2.1499 2.1864 2.2384 2.3003 2.3646
3.35564 3.2247 3.1050 3.0119 2.9575 2.9495 2.9901 3.0764 3.1997 3.3466 3.4995
8 2.3060 2.2500 2.1980 2.1563 2.1292 2.1199 2.1292 2.1563 2.1980 2.2500 2.3060
3.3554 3.2245 3.1033 3.0057 2.9426 2.9208 2.9426 3.0057 3.1033 3.2245 3.3554
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T2 T1 C
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

9 2 2.2622 2.2172 2.2020 2.2512 2.3960 2.6532 3.0148 3.4410 3.8602 4.1790 4.3027

3.2498 3.1461 3.1084 3.2444 3.6681 4.4584 5.6126 7.0125 8.4181 9.5016 9.9250

3 2.2622 2.2149 2.1834 2.1840 2.2294 2.3267 2.4741 2.6598 2.8613 3.0474 3.1824
3.2498 3.1408 3.0659 3.0675 3.1842 3.4411 3.8406 4.3544 4.9216 5.4524 5.8408

4 2.2622 2.2139 2.1765 2.1605 2.1740 2.2216 2.3029 2.4124 2.5390 2.6667 2.7765
3.2498 3.1385 3.0507 3.0125 3.0457 3.1640 3.3696 3.6504 3.9790 4.3140 4.6041

5 2.2622 2.2133 2.1729 2.1488 2.1471 2.1714 2.2219 2.2954 2.3850 2.4809 2.5706
3.2498 3.1373 3.0430 2.9863 2.9824 3.0411 3.1641 3.3447 3.5670 3.8065 4.0321

6 2.2622 2.2130 2.1707 2.1419 2.1315 2.1424 2.1753 2.2280 2.2958 2.3717 2.4469
3.2498 3.1365 3.0385 2.9711 2.9467 2.9728 3.0511 3.1774 3.3408 3.5246 3.7074

7 2.2622 2.2128 2.1693 2.1373 2.1212 2.1237 2.1452 2.1845 2.2379 2.3003 2.3646
3.2498 3.1361 3.0355 2.9613 2.9239 2.9296 2.9802 3.0726 3.1989 3.3466 3.4995

8 2.2622 2.2126 2.1683 2.1341 2.1141 2.1106 2.1243 2.1541 2.1974 2.2499 2.3060
3.2498 3.1358 3.0334 2.9545 2.9081 2.9000 2.9317 3.0012 3.1020 3.2244 3.3554

9 2.2622 2.2125 2.1675 2.1318 2.1088 2.1009 2.1088 2.1318 2.1675 2.2125 2.2622
3.2498 3.1355 3.0318 2.9495 2.8966 2.8784 2.8966 2.9495 3.0318 3.1355 3.2498

10 2 2.2281 2.1892 2.1820 2.2402 2.3933 2.6568 3.0216 3.4477 3.8645 4.1803 4.3027
3.1693 3.0800 3.0629 3.2232 3.6708 4.4794 5.6424 7.0402 8.4355 9.5072 9.9250

3 2.2281 2.1865 2.1620 2.1698 2.2218 2.3242 2.4748 2.6617 2.8629 3.0481 3.1824
3.1693 3.0741 3.0163 3.0359 3.1688 3.4384 3.8455 4.3618 4.9273 5.4546 5.8408

4 2.2281 2.1853 2.1544 2.1451 2.1646 2.2169 2.3015 2.4126 2.5396 2.6670 2.7765
3.1693 3.0716 2.9997 2.9775 3.0251 3.1546 3.3677 3.6521 3.9812 4.3150 4.6041

5 2.2281 2.1847 2.1505 2.1327 2.1368 2.1657 2.2194 2.2948 2.3851 2.4810 2.5706
3.1693 3.0702 2.9913 2.9497 2.9594 3.0288 3.1592 3.3440 3.5677 3.8070 4.0321

6 2.2281 2.1843 2.1481 2.1254 2.1205 2.1361 2.1722 2.2269 2.2957 2.3718 2.4469

3.1693 3.0693 2.9862 2.9336 2.9223 2.9588 3.0446 3.1753 3.3407 3.5248 3.7074
7 2.2281 2.1841 2.1465 2.1206 2.1099 2.1168 2.1417 2.1831 2.2376 2.3002 2.3646
3.1693 3.0688 2.9828 2.9231 2.8985 2.9146 2.9727 3.0697 3.1983 3.3466 3.4995
8 2.2281 2.1839 2.1454 2.1172 2.1025 2.1034 2.1204 2.1525 2.1969 2.2498 2.3060
3.1693 3.0684 2.9805 2.9158 2.8821 2.8842 2.9235 2.9978 3.1011 3.2243 3.3554
9 2.2281 2.1837 2.1446 2.1146 2.0970 2.0935 2.1048 2.1299 2.1669 2.2124 2.2622
3.1693 3.0681 2.9787 2.9104 2.8701 2.8621 2.8879 2.9457 3.0307 3.1354 3.2498
10 2.2281 2.1836 2.1439 2.1127 2.0928 2.0860 2.0928 2.1127 2.1439 2.1836 2.2281
3.1693 3.0678 2.9774 2.9062 2.8609 2.8453 2.8609 2.9062 2.9774 3.0678 3.1693
15 2 2.1315 2.1105 2.1272 2.2114 2.3885 2.6698 3.0433 3.4686 3.8778 4.1846 4.3027
2.9467 2.8998 2.9426 3.1734 3.6898 4.5506 5.7371 7.1262 8.4891 9.5240 9.9250
3 2.1315 2.1068 2.1026 2.1312 2.2017 2.3183 2.4777 2.6678 2.8679 3.0500 3.1824
2.9467 2.8919 2.8824 2.9522 3.1308 3.4357 3.8638 4.3862 4.9459 5.4620 5.8408
4 2.1315 2.1052 2.0931 2.1027 2.1390 2.2046 2.2980 2.4137 2.5416 2.6680 2.7765
2.9467 2.8885 2.8612 2.8836 2.9708 3.1314 3.3649 3.6589 3.9888 4.3186 4.6041
5 2.1315 2.1043 2.0882 2.0883 2.1084 2.1501 2.2128 2.2933 2.3857 2.4815 2.5706
2.9467 2.8865 2.8504 2.8508 2.8976 2.9964 3.1472 3.3432 3.5705 3.8088 4.0321
6 2.1315 2.1037 2.0851 2.0798 2.0904 2.1185 2.1638 2.2240 2.2953 2.3720 2.4469
2.9467 2.8853 2.8439 2.8317 2.8562 2.9214 3.0275 3.1704 3.3409 3.5256 3.7074
7 2.1315 2.1033 2.0831 2.0741 2.0787 2.0980 2.1320 2.1792 2.2367 2.3002 2.3646
2.9467 2.8845 2.8395 2.8193 2.8297 2.8740 2.9525 3.0622 3.1969 3.3468 3.4995
8 2.1315 2.1030 2.0816 2.0701 2.0704 2.0836 2.1099 2.1479 2.1956 2.2497 2.3060
2.9467 2.8839 2.8363 2.8105 2.8113 2.8413 2.9011 2.9885 3.0987 3.2242 3.3554
9 2.1315 2.1028 2.0805 2.0671 2.0643 2.0731 2.0935 2.1249 2.1653 2.2122 2.2622
2.9467 2.8834 2.8340 2.8041 2.7978 2.8176 2.8639 2.9352 3.0275 3.1350 3.2498
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T2 T1 C
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
10 | 2.1315 2.1026 2.0796 2.0647 2.0595 2.0649 2.0810 2.1073 2.1421 2.1833 2.2281
2.9467 2.8831 2.8322 2.7991 2.7874 2.7995 2.8358 2.8949 2.9737 3.0673 3.1693
11 | 2.1315 2.1025 2.0790 2.0629 2.0558 2.0585 2.0712 2.0933 2.1237 2.1604 2.2010
2.0467 2.8828 2.8307 2.7951 2.7793 2.7853 2.8137 2.8633 2.9315 3.0142 3.1058
12 | 2.1315 2.1024 2.0784 2.0614 2.0528 2.0533 2.0632 2.0820 2.1087 2.1417 2.1788
2.0467 2.8825 2.8295 2.7919 2.7727 2.7739 2.7960 2.8380 2.8977 2.9714 3.0545
13 | 2.1315 2.1023 2.0779 2.0601 2.0502 2.0490 2.0566 2.0727 2.0964 2.1263 2.1604
2.0467 2.8823 2.8285 2.7892 2.7673 2.7645 2.7814 2.8172 2.8699 2.9363 3.0123
14 | 2.1315 2.1022 2.0775 2.0591 2.0481 2.0454 2.0510 2.0649 2.0860 2.1132 2.1448
2.0467 2.8822 2.8277 2.7870 2.7628 2.7567 2.7692 2.7998 2.8467 2.9069 2.9768
15 | 2.1315 2.1021 2.0772 2.0582 2.0463 2.0423 2.0463 2.0582 2.0772 2.1021 2.1315
2.0467 2.8820 2.8270 2.7851 2.7589 2.7500 2.7589 2.7851 2.8270 2.8820 2.9467
20 2 | 2.0860 2.0740 2.1024 2.1993 2.3879 2.6774 3.0548 3.4795 3.8846 4.1867 4.3027
2.8453 2.8191 2.8911 3.1560 3.7053 4.5906 5.7872 7.1707 8.5165 9.5326 9.9250
3 | 2.0860 2.0698 2.0754 2.1139 2.1932 2.3164 2.4798 2.6712 2.8706 3.0511 3.1824
2.8453 2.8099 2.8232 2.9165 3.1163 3.4374 3.8750 4.3996 4.9558 5.4660 5.8408
4 | 2.0860 2.0679 2.0650 2.0835 2.1277 2.1993 2.2068 2.4145 2.5427 2.6685 2.7765
2.8453 2.8060 2.7995 2.8424 2.9476 3.1224 3.3651 3.6632 3.9931 4.3206 4.6041
5 | 2.0860 2.0669 2.0595 2.0681 2.0956 2.1432 2.2101 2.2929 2.3860 2.4818 2.5706
2.8453 2.8038 2.7874 2.8070 2.8706 2.9828 3.1426 3.3435 3.5723 3.8099 4.0321
6 | 2.0860 2.0662 2.0562 2.0589 2.0768 2.1107 2.1600 2.2228 2.2952 2.3721 2.4469
2.8453 2.8024 2.7801 2.7864 2.8270 2.9051 3.0204 3.1686 3.3413 3.5262 3.7074
7 | 2.0860 2.0658 2.0539 2.0529 2.0644 2.0895 2.1277 2.1775 2.2363 2.3003 2.3646
2.8453 2.8014 2.7753 2.7730 2.7991 2.8560 2.9437 3.0591 3.1965 3.3471 3.4995
8 | 2.0860 2.0654 2.0523 2.0485 2.0558 2.0747 2.1051 2.1459 2.1951 2.2497 2.3060
2.8453 2.8007 2.7717 2.7635 2.7797 2.8222 2.8912 2.9845 3.0977 3.2242 3.3554
9 | 2.0860 2.0652 2.0510 2.0453 2.0493 2.0637 2.0884 2.1226 2.1646 2.2121 2.2622
2.8453 2.8002 2.7691 2.7565 2.7654 2.7976 2.8532 2.9306 3.0262 3.1349 3.2498
10 | 2.0860 2.0650 2.0500 2.0428 2.0443 2.0553 2.0757 2.1048 2.1412 2.1832 2.2281
2.8453 2.7997 2.7671 2.7511 2.7545 2.7789 2.8244 2.8897 2.9720 3.0670 3.1693
11 | 2.0860 2.0648 2.0493 2.0408 2.0404 2.0487 2.0656 2.0907 2.1227 2.1602 2.2010
2.8453 2.7994 2.7654 2.7468 2.7460 2.7643 2.8019 2.8578 2.9296 3.0139 3.1058
12 | 2.0860 2.0647 2.0486 2.0391 2.0372 2.0433 2.0574 2.0792 2.1077 2.1415 2.1788
2.8453 2.7991 2.7641 2.7433 2.7390 2.7524 2.7838 2.8322 2.8956 2.9711 3.0545
13 | 2.0860 2.0646 2.0481 2.0378 2.0345 2.0388 2.0507 2.0698 2.0953 2.1261 2.1604
2.8453 2.7989 2.7630 2.7405 2.7333 2.7427 2.7689 2.8111 2.8677 2.9359 3.0123
14 | 2.0860 2.0645 2.0477 2.0366 2.0323 2.0351 2.0450 2.0619 2.0849 2.1130 2.1448
2.8453 2.7987 2.7620 2.7380 2.7285 2.7346 2.7565 2.7935 2.8443 2.9065 2.9768
15 | 2.0860 2.0644 2.0473 2.0357 2.0304 2.0319 2.0402 2.0551 2.0760 2.1019 2.1315
2.8453 2.7985 2.7612 2.7360 2.7244 2.7277 2.7459 2.7787 2.8246 2.8815 2.9467
16 | 2.0860 2.0643 2.0469 2.0348 2.0287 2.0291 2.0360 2.0493 2.0683 2.0923 2.1199
2.8453 2.7983 2.7605 2.7342 2.7209 2.7217 2.7369 2.7659 2.8076 2.8601 2.9208
17 | 2.0860 2.0643 2.0466 2.0341 2.0273 2.0267 2.0324 2.0442 2.0617 2.0839 2.1098
2.8453 2.7982 2.7599 2.7326 2.7178 2.7165 2.7290 2.7548 2.7929 2.8415 2.8982
18 | 2.0860 2.0642 2.0464 2.0334 2.0260 2.0246 2.0292 2.0398 2.0558 2.0765 2.1009
2.8453 2.7981 2.7594 2.7312 2.7152 2.7120 2.7221 2.7451 2.7800 2.8251 2.8784
19 | 2.0860 2.0642 2.0462 2.0329 2.0249 2.0227 2.0264 2.0359 2.0506 2.0700 2.0930
2.8453 2.7980 2.7589 2.7300 2.7128 2.7080 2.7160 2.7365 2.7686 2.8107 2.8609
20 | 2.0860 2.0641 2.0460 2.0323 2.0239 2.0211 2.0239 2.0323 2.0460 2.0641 2.0860
2.8453 2.7979 2.7585 2.7289 2.7106 2.7045 2.7106 2.7289 2.7585 2.7979 2.8453
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Czesto uzywane wzorki

Srednia arytmetyczna

X+ + X,

Wariancja prébkowa

Suma iloczynéw odchylen

n

cov(X,Y) = Y (X, = X)(Y; - V)

i=1
- ixm ~nXY = Zj;xm = (iX) (iY)

Kowariancja prébkowa

R~ - o cov(X,Y)
X”Y_n—lg(‘xl X)(Y; Y)—ﬁ
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Wybrane pojecia

Statystyka: nauka poswiecona metodom badania (analizowania) zjawisk masowych;
polega na systematyzowaniu obserwowanych cech ilosciowych i jakosciowych oraz
przedstawianiu wynikow w postaci zestawien tabelarycznych, wykreséw, itp.; postu-
guje sie rachunkiem prawdopodobienstwa. Encyklopedia Popularna PWN, Warszawa
1982

Statystyka matematyczna: dzial matematyki stosowanej oparty na rachunku praw-
dopodobienstwa; zajmuje si¢ badaniem zbioréw na podstawie znajomosci wlasnosci
ich czesci. Encyklopedia Popularna PWN, Warszawa 1982

Populacja: zbiér obiektéw z wyrézniona cecha (cechami).
Préba: wybrana cze$¢ populacji podlegajaca badaniu.

Cecha: wielko$¢ losowa charakteryzujaca obiekty danej populacji.

Cecha jakosciowa: cecha przyjmujaca wartosci nie bedace liczbami (np. kolor, pleé,
smakowitosc)

Cecha (ilogciowa) skokowa: cecha przyjmujaca pewne wartosci liczbowe i nie przyj-
mujaca wartosci posrednich (np. ilosé bakterii, ilo$¢ pracownikéw, ilosé pasazeréw).
Cechy te nazywane sg réwniez dyskretnymi.

Cecha (ilosciowa) ciagla: Cecha przyjmujaca wartosci z pewnego przedziatu liczbo-
wego (np. wzrost, waga, plon)

Estymacja parametréow rozkladu cechy Estymujemy parametr 6 rozkladu cechy
X na podstawie préby X1, Xo,..., X,

Estymator (punktowy) jest funkcja préby:

0= G(Xl,X% s 7Xn)
w ,rozsadny” sposéb przyblizajacy warto$¢ parametru 6.
Nieobciazono$é. Jezeli srednia wartosé oceny 6 jest réwna wartosci parametru 6, to

oceneg # nazywamy nieobciazona:

(V) Eg = 0.

Minimalna wariancja. Nieobciazony estymator 0 parametru 0 Jest estymatorem o mi-
nimlanej wariancji, jezeli dla wszystkich innych estymatoréw nieobciazonych 6 para-
metru 6 zachodzi ) .

(V) D30 < D30
z ostra nieréwnoscig dla przynajmniej jednej wartosci 6.

Minimalny btad sredniokwadratowy. Estymator 0 parametru 6 jest estymatorem o mi-

nimalnym bledzie $redniokwadratowym, jezeli dla wszystkich innych estymatoréw 0
parametru 6 zachodzi

(V0) Eg(0 — 0)* < Ey(0 — 0)°
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z ostra nieréwno$cig dla przynajmniej jednej wartosci 6.

Przedzial ufnosci (estymator przedzialowy) jest przedzialem o koncach zaleznych od
proby, ktéry ze z gory zadanym prawdopodobienstwem 1 — a pokrywa nieznana war-
to$¢é parametru 6

P{O € (0(X1,...,Xn),0X1,...,Xn))} =1 — a.

Poziomem ufnosci nazywamy ustalone prawdopodobienistwo 1—a pokrycia przez prze-
dzial ufnoéci prawdziwej wartosci parametru 6.
Weryfikacja hipotez statystycznych

Hipoteza statystyczna nazywamy dowolne przypuszczenie dotyczace rozkladu praw-
dopodobiefistwa cechy (oznaczenie Hy).

Testem hipotezy statystycznej nazywamy postepowanie majace na celu odrzucenie
lub nie odrzucenie hipotezy statystycznej.

Statystyka testowa nazywamy funkcje préby na podstawie ktérej wnioskuje sie o od-
rzuceniu lub nie hipotezy statystycznej.

Bledem I rodzaju nazywamy blad wnioskowania polegajacy na odrzuceniu hipotezy,
gdy w rzeczywistosci jest ona prawdziwa.

Bledem II rodzaju nazywamy blad wnioskowania polegajacy na nieodrzuceniu hipo-
tezy, gdy w rzeczywistosci jest ona falszywa.

Poziomem istotnosci nazywamy dowolna liczbe z przedziatu (0,1) okreslajaca praw-
dopodobienstwo popelnienia bledu I rodzaju.

Moca testu nazywamy prawdopodobienistwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy w rze-
czywistosci nie jest ona prawdziwa.

Wispétczynnik korelacji jest miernikiem liniowej zaleznoéci miedzy cechami X Y.
Wtasnosci wspélczynnika korelacji

1. Wspéblczynnik korelacji jest liczba niemianowana.

Wspdlezynnik korelacji przyjmuje wartodci z przedziatu (—1,1).

Jezeli wspolczynnik korelacji jest dodatni, to zalezno$¢ ma charakter rosnacy.

Jezeli wspélczynnik korelacji jest ujemny, to zaleznosé¢ ma charakter malejacy.

AN Sl S

Jezeli wspolczynnik korelacji jest zerowy to bez wzgledu na wartosci przyjmowane
przez jedna z cech, Srednie wartoéci drugiej cechy sa takie same.

6. Jezeli wspélczynnik korealcji jest réwny £1, to zaleznoéé ma charakter $cidle li-
niowy.

7. Jezeli para (X,Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny, to zerowo¢ wspdlezyn-
nika korelacji jest réwnowazna niezaleznosci cech X, Y.

gfgfaf
Analiza regresji. Obserwujemy ceche Y oraz zmienne deterministyczne Xy, ..., Xj.

Funkcja regresji nazywamy taka funkcje f, ze

E(Y|Xy = 1,...,Xp = 2x) = f(x1,...,25)
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Model liniowy Jezeli funkcja regresji ma postac

f(xlw"axk) :50 +ﬂ1$1 ++5kxk)
to méwimy o liniowym modelu regresji.

Metoda najmniejszych kwadratow. Estymatory Bl parametréw funkcji regresji sa uzy-
skane metoda najmniejszych kwadratow, jezeli
n n
> Y= (Bo+ Brwvi + -+ Prwi))? = 5 éﬂin 5 > Y= (Bo+ Brwri+ -+ Brrni))?
0521 5--+5Fk

=1 1=

Resztowa suma kwadratow reprezentuje rozrzut obserwacji cechy Y wokét dopasowa-
nej funkcji regresji

varR = Z(Y; - (Bo + P+ + ﬁkxki))2~
i=1

Wariancja resztowa Jest to usredniona resztowa suma kwadratéw.

2 varl
yx

n—2

Wspdlezynnik determinacji jest miara dopasowania funkcji regresji

Z((BO + leu + - j’ kaﬂm) —-Y)?
(Vi —Y)?

Wielkos¢ R nazywana jest wspolczynnikiem korelacji wielokrotnej. Jezeli k = 2, to R
jest zwyklym wspoélezynnikiem korelacji.

D = R?-100%, gdzie R? =

Obszar ufnosci. jest takim obszarem o brzegach zaleznych od préby, ktéry ze z géry
zadanym prawdopodobienstwem 1 — o pokrywa nieznang funkcje regresji f. Na pod-
stawie obszaru ufnosci wnioskujemy o warto$ciach $rednich cechy Y jednoczesnie
dla wielu wybranych wartosci zmiennych X, ..., Xj.

Obszar predykcji. Na podstawie obszaru ufnosci wnioskujemy o wartosciach cechy
Y jednoczesnie dla wielu wybranych wartosci cechy X.
Analiza szeregéw czasowych

Szeregiem czasowym nazywamy ciag vy, t = 0,1,...,n — 1 obserwacji zbieranych
w czasie.

Trend (tendencja rozwojowa): funkcja opisujaca generalny przebieg zjawiska, zmiany
$redniego poziomu zjawiska w czasie.

Wahania okresowe (sezonowe): powtarzajace sie regularnie zmiany poziomu zjawiska.
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Przydatne funkcje w arkuszu Excel

ROZKE .DWUM(1liczba_s; préby;prawd.s ; skumulowany) rozklad dwumianowy
ROZKE.NORMALNY (x;Srednia;odch_std;skumulowany) rozklad normalny

ROZKE .NORMALNY.S(x) dystrybuanta rozktadu N(0,1)
ROZKEAD.CHI (x; stopnie_swobody) dystrybuanta rozkladu chi-kwadrat
ROZKEAD . CHI . ODW (prawd ; stopnie_swobody) warto$é krytyczna rozkladu chi-kwadrat
ROZKE.T.DS(x;stopnie_swobody) dwustronny ogon rozkladu ¢
ROZKEL.T.0ODWR.DS (prawd; stopnie_swobody) warto$é krytyczna rozkladu ¢

ROZKEAD .BETA.ODW (prawd;a,b) kwantyl rozkladu Beta

SREDNIA (obszar) $rednia arytmetyczna X
WARIANCJA . PROBKI (obszar) wariancja S2

ODCH. STANDARD . PROBKI (obszar) odchylenie standardowe S
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