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Rozktad dwumianowy
Rozktad normalny
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Zmienna losowa dyskretna (skokowa) jest to zmienna, ktérej zbor
warto sci jest sko nczony lub przeliczalny.

Jezeli x;1 X, sa kolejnymi warto sciami zmiennej losowej dyskretnej, to
nie przyjmuje ona zadnych warto sci mi edzy

X1 1 Xy
Przykitady: wynik rzutu kostk g, liczba bakterii, ilo $€ studentow .

Zmienna losowa ciggta jest to zmienna przyjmuj 3aca
wszystkie warto s$ci z pewnego przedziatu (najcz esciej
zbioru liczb rzeczywistych).
Jezeli x, i X, sq dwiema warto sciami zmiennej losowe;
ciagtej, to mo ze ona przyj ¢ dowoln g warto $¢ miedzy
X 1 X,

Przyktady: wzrost, ci ezar, temperatura



Przyktad 1. Dwa rzuty monet g. Oznaczamy liczb e ortow przez S.
Warto sci zmiennej losowej S i rozktad prawdopodobie  nstwa
na przestrzeni probkowej przedstawia tabelka:

Wynikowi do swiadczenia odpowiada liczba.



Definicja. Zatd zmy, ze zmienna losowa
X przyjmuje warto sci ze zbioru
X1, X5,... X} 0 R

Rozktad prawdopodobie nAstwa zmiennej
osowe] X mo zemy przedstawi € przy
pomocy tabelki:

wartosc X;1 X, e X,

prawdopodobienstwo |f; |, NV

gdzie ;=P (X=X;)



Dystrybuanta jest graficznym przedstawieniem
tabelki ,skumulowanych” prawdopodobie nstw.

gdzie f, =P (X=%;)

wartosc

Xl X2 Xn
rawdopodobienstwo
prawdop f, |f, . |f
r-stwo skumulowane
p £, [f,+f, | ... [fHf+

Ustawiamy ci @ X; <X, < ...




Przyktad 2. Zmienna losowa dyskretna

skumul
X p(x)
1 0,25 0,25
1,6 0,3 0,55
2 0,3 0,85
3,5 0,1 0,95
5 0,05 1

Funkcj e rozktadu
prawdopodobie nstwa
przedstawiamy graficznie
jako ,pionowe stupki”
dystrybuant e

jako ,poziome linie”

Funkcja rozktadu
prawdopodobie nstwa
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Dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej X
jest to funkcja :

F(X) = P(X £ Xx)

Wiasno sci dystrybuanty:
O<F(x)<1
F(—00) =0, F(0)=1
Funkcj g niemalej aca, prawostronnie ci agtq
P(a< X <£b)=F(b)-F(a)
P(X>x) =1 - F(X) F(-x) = 1- F(X)

bk b=



Wro émy do przyktadu 1.
Rozkiad prawdopodobie nAstwa zmiennej losowej S przedstawia tabelka:

a 0 1 2
P(S=a) |1/4 1/2 1/4
P(S<=a) [1/4 1/4+1/2 | 1/4+1/2+1/4

Dystrybuanta dana jest wzorem

0 da a<0

1/4 dla O0O<axl
P(S<a) =+

3/4 da 1l<ax<?

1 dla 2<a

\

Wykres dystrybuanty ma posta ¢ ,schodkow”
a, <a,<...
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Graficzne przedstawienie tabelki ,skumulowanych”
prawdopodobie nhstw

dystrybuanta-przykad

03

06

Wysoko s¢ =
schodka w
1 to P(X=1)

04

02

00

| | | | |
-1 o 1 2 2

s

P(a< X <b)=F(b)-F(a)

P(O<X <1)=F()-F(0)=0.75-0.25=05



Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych

(oczekiwana, srednia) EX zmiennegj
losowej X jest liczb g charakteryzuj gca poto zenie zbioru jej

warto sci .
n

> Xp

EX =< =1
jxf(x)dx

D2X zmiennej losowej jest liczb g charakteryzuj aca
rozrzut zbioru jej warto $ci wokét sredniej EX (drugi moment

centralny) -

Z(Xi N EX)2 P
[ (x=EX)"f (x)alx
DX =Var(X)

D?X =«




Definicja. Zato zmy, ze X jest dyskretn g zmienn g losow g
o warto sciach {X ;, X 5 ,...,.X ,}.

(oczekiwan g, sredni @) zmiennej
losowej X nazywamy liczb e

n
EX =) xf,
=1
gdzie f; = P(X = x;)
Przykitad. Je sli rozklad zmiennej losowej X jest dany tabelk g

x |5 |2 |5 |10
f |02 |05 [0.2 |0.1

to EX=(-5)*0.2+2*0.5+5%0.2 +10*0.1 = 2



Jesli X jest dyskretn g zmienna losow g, ktéra przyjmuje
warto sci{X ;, X 5 ,...,.X .}, to

D*X =Var(X) = Z(x EX)*f

—fo - EX?

x |5 |2 |5 |10
f. 0.2 |05 (0.2 |0.1

Przykiad. Dla zmiennej losowej X z poprzedniego przyktad u,
EX =2. Mamy wi ec
Var(X)= (-5-2)2*0.2 + (2-2)?*0.5 + (5-2)°* 0.2 + (10-2)>* 0.1 = 18

lub
(-5)2*0.2+22*0.5+ (5)2*0.2 + (10)2*0.1 -22 =22 -4 =18

Oczywi scie, odchylenie standardowe DX DX =./18 = 4.243



Wilasno sci warto sci przeci etnej | wariancji.

Niech a b edzie liczb a , zag X i Y zmiennymi losowymi
E(X+a) = EX+a
E(X+Y) = EX+EY
E(aX) = aEX
D?(X+a)=Var(X+a) = Var(X-a)=Var(X)
D?(aX)=Var(aX) = a?Var(X)
D(aX) = [a|DX

jesli zmienne s g niezale zne to

Var(X+Y)= Var(X) + Var(Y)



Prawo wielkich liczb:

Jesli X;, X,, X;5... sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie takim samym jak X to

X, + X, +[[[+ X
1

~ - EX

gdy n dazy do nieskonczonosci



Jesli X jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym

N(u,0°)

To zmienna losowa X ma rozklad:

0.2

X ~ N(u, )




Usredniony wynik n pomiarow ma odchylenie standardowe

DY :i

Jn

Jesli usrednimy, powiedzmy 100 niezaleznych pomiarow,
to doktadnos¢ wyniku zwiekszy sie

v100 =10

dziesie¢ razy w porownaniu z doktadnoscig pojedynczego
pomiaru.



Schemat Bernoulliego

 Powtarzamy wielokrotnie (n razy)
niezaleznie (wynik nastepnego
doswiadczenia nie zalezy od wynikow
poprzednich) doswiadczenie losowe, w
ktdorym mozliwe sg dwa wyniki umownie
nazwane ,sukces” | ,porazka”.
Prawdopodobienstwo sukcesu w
pojedynczym doswiadczeniu ozhnaczymy
przez p, porazkig = 1-p

19



Przyktady

Losowanie z urny ze zwracaniem ( w urnie b-kul biatych
| ¢ kul czarnych) ,kula biata”=sukces, ,kula czarna”
=porazka ; p=b/(b+c) , g=c/(b+c)

Rzuty monetg ,orzet’=sukces, ,reszka”’=porazka
p=0g=1/2

Rzuty kostkg ,,szo0stka’= sukces, ,inny wynik’=porazka
p=1/6, g=5/6

Pte¢ noworodkow ,dziewczynka’=sukces, ,chtopiec”
=porazka, statystyki pokazujg p=0.483, g=0.517

Losowanie bez zwracania nie jest schematem
Bernoulliego bo wynik nastepnego losowania zalezy do
wyniku poprzedniego

20



Twierdzenie. W schemacie Bernoulliego,
prawdopodobienstwo otrzymania
doktadnie k sukcesow (i n-k porazek) jest rowne

P(K) =

n )

K

Nl

p“(L-p)""

P(k) =

—— p“@-p)""

Kl (n - K)!

Rozklad prawdopodobienstwa opisany tym wzorem
nazywa sie dwumianowy

21



Przyktad. (Wielokrotne rzuty kostkg) n=30 razy rzucamy kostkg. Prawdopodobienstwo
wyrzucenia ,szo6stki” w jednym rzucie jest rowne p=1/6. Chcemy obliczyé
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze wsrod 30 rzutow pojawi sie
doktadnie k =5 razy ,széstka”.

30 5 25
(2] =o0.1921
5 6 6

(n=30, k=5, p=1/6)

22



Najbardzie] prawdopodobng liczbg

,Sz0stek” jest 5

Rozklad dwumianowy B{(30.1/6)

P(X=5)=0.1921

.|“ ||||I.
| I |
0 5 10

23
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Przyktad. Jakie jest prawdopodobienstwo ( P ) wylosowania z populacji
(w ktorej proporcja kobiet wynosi p=1/2) doktadnie k=0,1,2,3,...n kobiet?

N K n—k N n
P(X=K)=|, (/2 Q=12 =| /2

Szansa, ze wsrod n=10 noworodkéw bedzie doktadnie k=5 dziewczynek
jest w przyblizeniu 25% bo:

10
P(X =8)=| _ U 21° = 252/1024 = 0.2461

25
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Dystrybuanta rozktadu dwumianowego

Rozklad dwumianowy (p=0.5,n=10)
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Ustalone pird zne n
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Rozktad Poissona

Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozkiad Poissona
Po(A) (P(N)) z parametrem A (lambda), A>0
jesli jej funkcja prawdopodobie nAstwa jest postaci

P(k,A)=e?*Z- @ KINo=NLLO
k=0,1,2,....
Przyktady: ilo $¢ wad na m ? produkowanego materiatu,

ilo $¢ wypadkoéw w jednostce czasu,
(dla zdarze n rzadkich)



B(n, p) -~ Po(4)

Kk

n k n—-Kk —/]A
P(k)=[kjp A-p)" et

Jesli n 00

p - O
np - A
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Gestosc rozktadu
prawdopodobienstwa

 Definicja. Funkcja f(x) jest gestoscig prawdopodobienstwa

zmiennej losowej X jesli
P@a<X<b)=
b
P((ah))=F(b)~F(a) = | f (X)dx

Witasno sci: f(x) >=0 j+00 f (X) dx =1
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Gesto $¢é rozktadu prawdopodobie nAstwa f(x)

P((a,b)) = F(b) - F(a) = j f (x)dx

=T
=

03
|

dnormix)
0.2

0.1

| | | | |
-4 -2 0 2 4

X

Pole zacienionego obszaru przedstawia prawdopodobie Nnstwo pojawieniasi €
wyniku w przedziale (a,b), a=1, b=2
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x~ N(u,0°)




S1

Gesto sci rozkladéw normalnych zmiennych losowych

dnormix, 4, 1)
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Slajd 36

S1

czarny (4,1)
czerwiny(4,0.5)
niebieski (0,0.75)
SPCSK; 2006-10-20



Jesli F(x) jest dystrybuant g dowolnego rozktadu normalnego N(u,o?)
to zachodzi

F(x) = 2~
)



Zmienna losowa o rozktadzie normalnym N (O, 12)
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Gesto $¢é rozktadu normalnego standaryzowanego

x~ N (0,1%)
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Dystrybuanta rozktadu standaryzowanego

2
Dystrybuanta rozkadu normalnego N (0’1 )

o(b) /

| |
na b

P(a<z<b)=d(b)-d(a)

Standaryzowany rozktad normalny - tablice

D(-2) =1-D(2)

F(-x) = 1-F(x)



L0 0.01 .02 0.03 .04 0.05 0,06 0.07 .03 0.09

0.0 | 0.50000 0.50398 0.50797 0.51196 0.51595 0.51993 0.52392 0.52790 053188 0.53585
0.1 | 0.53952 0.54379 0.5477H 055171 0.55567 (0.55951 0.56355 0.56740 057142 (0D.57534
0.2 | 0.59925 058316 0.58706 0549005 059423 (0.595870 0.60256 0.60641 061026 0.61409
0.3 | 0.61791 0.62171 0.62551 0.62930 0.63307 0.63683 0.64057 0.64430 064202 0.65173
0.4 | O.fFFF4? noeRann. noeaaTE neRean noeTnne () 7364 067724 0.68052 062438 0.65T03
0.5 | 0% //) 0.708=4 0.71226 0.71566 071904 0.72240
0.6 | 0.7 | S = 0000 —-------------- ; 0.74215 0.74537 O0.74857 075174 0.75490
0.7 | 07 /i 0.77337 0.77637 0.v7935 078230 0.v5523
0.8 | 07 I 0.80233 080510 080784 081057 0.81326
0.9 | 0. \ / . 0.82894 0.83147 0.83397 0853645 0.83891
1.00 | O E 0.585314 085542 0857649 0859092 (0.56214
1.T |05 0.86650 0.86864 0.87076 0.87285 (0.87492 087697 0.87899 0.88099 0.88297
1.2 | D.84493 O0O.B862G 0.88876 (0809065 0.89251 (.29435 (089616 0.29795 089972 0.90147
1.3 | 0.90319 090490 0.90658 0.90824 0.90937 0(0.91149 0.91308 0.91465 091620 091773
1.4 | 0.91924 0.92073 0.92219 0.92364 0.92506 0.92647 0.,927=s5 0,92921 093056 0.,93188
»1.5 .Y 0.93447 093574 0.93699 0.93%21 093942 094062 094179 094294 0.94408
1.6 | 0.94520 094630 094738 0.94844 0.94949 0.95052 0.95154 0.95254 0955352 0.95448
1.7 | 0.95543 095636 0.95728 (0.95818 0.95907 0.95994 0.96079 0.99163 096246 0.96327
1.5 | 096406 0964585 096562 0.96637 096711 0.96784 0.96855 0.96925 096994 0.97062
1.9 | 097128 0.97193 097257 097319 097381 097441 0.97500 097558 097614 0.97670
2.0 | 097724 097778 097830 (0.97832 0.97932 097981 0.98020 0923077 098123 0.98169
2:1 | 098213 0982567 0985200 0.98341 0.98382 0.98422 0958461 0.93499 098537 0.98573
2.2 | 095609 098644 098679 098712 098745 0098777 0.98808 0958539 098569 (0.985908
2.3 | 098927 092955 098982 (0.99009 0.99035 0.99061 0.99086 0.99110 O99134 0.99157
2.4 | 0991830 0.99202 0.99223 0.99245 0.99265 0.99285 0.99305 0.99324 059343 0.99361
2.5 | 099379 0.89396 0.99413 0.99429 0.99445 0.99461 0.99476 0.99491 099505 0.99520
2.6 | 099533 0.99547 099560 0.9957 0. 99585  0.99597  0.93609 0.99620 049631 0.99642
2.7 | 099653 099663 0.99673 0.99683 0.99692 0.99702 099710 0.99719 0989728 099736
2.8 | 0.99744 099752 099759 099767 099774 0997581 099788 0.99794 099301 0.99507
2.9 | 099813 099519 099824 (099830 099835 (.99841 099846 0.99851 099855 099860
3.0 | 099865 099569 099873 0.99877 099881 0.99885 0.998389 0.99892 099396 0.995899
3.1 | 0.99903 0.09990G 0.990909 0.90912 0.99915 0.92991=2 0.99921 099923 099026 0.,99928
3.2 | 099931 099933 099935 (0.9993% 0.99940 0.99042 0.9%9944 099946 099948 (0.990949
3.3 | 099951 099953 099954 (0.99956 0.96958 0.99959 0.99961 0.99962 099963 0.99965
3.4 | 099966 099967 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 059974 (0.99975
3.5 | 099976 099977 099975 099979 0.99979 (0.99950 0995981 0.99982 09899982 0.99983
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0,0120
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0,4878
0,4906
0,4929
0,4946
0,4960
0,4970
0,4978
0,4984
0,4989

0,06 0,07 0,08 0,09

0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,10 1141
0,14 1517
0,17 1879
0,21 2224
0,24 / 2549
0,27 __F__,r' 2852
0,30 3133
0,33_. e e .,3389
0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
0,4989 0,4989 0,4990 0,4990



Zastosowanie rozktadu normalnego np. IQ~N(100,10 ?)

przykad 1Q N(100,10~10)
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P(100<x<115)

Gdy x,=100 to z = (100-100)/10 = 0.0
a X,=115 to z =(115-100)/10=1,5
Dlatego P(100<X<115) = P(0,0<Z<1,5) = 0,9332-0,500 = 0,4332

Warto $¢ ,,0.9332” znajdujemy z tablic Dystrybuanty ~ ®(2) N(0,1)



Wazne przyblizenie

B(n, p) = N(np,np(1- p))
np — IL[ n duze, p "okoto” 0,5

np(l-p)=0o°
Jnp(l-p) =0




Przykitad (wazne przyblizenie rozktadu dwumianowego
rozktadem normalnym)

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze na 400 rzutow
,2uczciwg’ monetg orzet wypadt wiecej niz 220 razy

np=400*0.5=200
np(1-p)=200*0.5=100

X = N (200 ,10°%)
= 200

o* =100

g =10

,=X"H x=220 z=(220-200)/10=2  P(Z>2)=1-P(Z<=2)
g 1-0.97725=0.0223




Wartosci przecietne | wariancje typowych
rozktaddw prawdopodobienstwa

* Rozktad dwumianowy. Jesli S ~ B(n,p),
to EX=np 1 Var(X)=np(1-p).

» Rozkfad normalny. Jesli X ~ N(u,o0?)
to EX= U Var(X)= o~



